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دیفرانسیلی های فرم و تانسورها
دیفرانسیلی عملگرهای تانسوری شکل

شناور حسین

علوم دانشکده فیزیک، گروه
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ایمیل آدرس به را محاسباتی یا و مفهومی نوشتاری، اشتباه هرگونه خواهشمندم
شوند: اعمال لازم تصحیحات بعدی های ویرایش در تا کنید ارسال من

h.shenavar@gmail.com

حمایت ها، همفکری برای هرمزگان، دانشگاه در محترم دانشجویان و همکاران از
سپاسگزارم. مفید نکات نمودن گوشزد و ها

است. شده استفاده Camtasia افزار نرم از ها درس این ضبط برای
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دیفرانسیلی عملگرهای تانسوری شکل ١

دیفرانسیلی عملگرهای تانسوری شکل
دیفرانسیلی عملگرهای تانسوری شکل از هایی مثال
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دیفرانسیلی عملگرهای تانسوری شکل

کلی شکل در را برداری دیفرانسیلی عملگرهای توانیم می حالا هموردا مشتق مفهوم دانستن با
آوریم. دست به آنها تانسوری

شود: می نوشته زیر صورت به اسکالر یک گرادیان که دیدیم قبل جلسات در مثلا گرادیان:

دیورژانسی شود، می نوشته Viεi صورت به پادوردا نمایش در که V مانند بردار یک دیورژانس:
دارد: زیر عبارت با برابر

.( پرانتز داخل عبارت ) است شده ظاهر هموردا مشتق دیورژانس، محاسبه در که کنید توجه
جمعبندی معنی به که ،Γi

ik یعنی است، شده ظاهر تکراری اندیس با گاما بالا عبارت در همچنین،
نوشت: توان می گاما این محاسبه برای است.

کنند. می خنثی را همدیگر ( شود اعمال جمعبندی وقتی ) براکت در موجود آخر جمله دو
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کروی قطبی مختصات در دیورژانس

یافتیم. کروی قطبی مختصات در را کریستوفل گاماهای قبل جلسه در تمرین:

زیر رابطه از استفاده با حال

سوم فصل در آمده دست به نتیجه با نتیجه این آیا بیابید. را کروی قطبی مختصات در دیورژانس
دارد؟ تطابق
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دیگر شکل به دیورژانس نوشتار

وارون gim اینکه به توجه با واقع در نوشت. نیز دیگری مفید شکل به توان می را دیورژانس
فرمول در راست سمت عبارت که کنیم می توجه است، gim ماتریس

برخورد آن با دترمینان و ماتریس بحث در که است دترمینان یک مشتق فرمول به شبیه بسیار
ایم: کرده

نوشت: توان می نتیجه در .gmi = gim است متقارن متریک تانسور که نکنیم فراموش البته

می اخیر رابطه از استفاده با حال باشد. می gpq هموردای متریک دترمینان det(g) اینجا در
نوشت: زیر شکل به را تکراری اندیس با گاما توان
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دیگر شکل به دیورژانس نوشتار

یعنی اخیر، رابطه از حال

یعنی دیورژانس تعریف در را آن و کرده استفاده

آمد: خواهد دست به زیر صورت به نتیجه کنیم. می جایگزین

رابطه دو این آیا کنید. مقایسه ٣ · ١۴١ رابطه با را بردار یک دیورژانس برای رابطه این پرسش:
هستند؟ برابر هم با

همچنین، .det(g) = (h١h٢h٣)٢ داریم خودمتعامد دستگاه یک در که کنید دقت راهنمایی:
روی بر اینجا در .Vk|εk| = hkVk با است برابر ٣ · ١۴١ رابطه در V بردار از اُم k مولفه

نداریم. جمعبندی k اندیس
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کروی مختصات در دیورژانس

محاسبات از بسیاری در ولی دارد؛ ای فشرده بسیار حالت بردار یک دیورژانس برای زیر شکل
باشد. کارگشا تواند می

قطبی مختصات در دیورژانس و کرده استفاده بردار یک دیورژانس برای بالا شکل از تمرین:
کروی مختصات در det(g) = (h١h٢h٣)٢ کمیت از باید شما اینکار برای بیابید. را کروی

دارد؟ توافق سوم فصل در موجود رابطه با آمده دست به رابطه آیا کنید. استفاده
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لاپلاسین

رابطه در گرادیان به مربوط رابطه کردن وارد با توان می نیز را ∇٢ψ لاپلاسین عملگر لاپلاسین:
استفاده Vk پادوردای های مولفه از ما دیورژانس رابطه در البته، ساخت. دیورژانس به مربوط

زیر رابطه در شده معرفی گرادیان ولی کنیم، می

تانسور از استفاده با توان می را هموردا های مولفه که ایم گرفته یاد پیشتر ولی همورداست.
کرد. تبدیل پادوردا های مولفه به پادوردا متریک

یافت: زیر صورت به را لاپلاسین توان می سرانجام

.gii = (hi)
−٢ با برابرند آن های مولفه و است قطری متریک تانسور متعامد های پایه در

شود. می تبدیل زیر آشنای صورت به لاپلاسین بنابراین
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کرل

نوشت: زیر شکل به عام مختصات دستگاه در توان می نیز را بردار یک کرل های مولفه

بنابراین و هستند برابر هم با VkΓ
k
ji و VkΓ

k
ij جملات که بینیم می Γk

ij = Γk
ji تقارن به توجه با

کرد. کم و اضافه وسط عبارت به را آنها توان می

دارند. تانسوری شکل کاملا Vi;j − Vj;i هموردای مشتقات توجه:
بنابراین و هستند؛ εi یکه غیر ( احتمالا ) بردارهای Viضرایب های کمیت که کنید توجه همچنین

باشند. متفاوت êi بهنجار و متعامد های پایه در V بردار های مولفه با است ممکن ها Vi
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کروی مختصات در دیفرانسیلی عملگرهای

متریک اینکار برای آورید. دست به کروی مختصات دستگاه در را دیفرانسیلی عملگرهای تمرین:
بگیرید. نظر در را کروی دستگاه در پادوردا و هموردا

بیابید. مقابل رابطه از استفاده با را گرادیان
بیابید. زیر روابط از یکی از استفاده با را دیورژانس

بیابید. زیر روابط از استفاده با را کرل و لاپلاسین
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کروی مختصات در دیفرانسیلی عملگرهای

متریک اینکار برای آورید. دست به کروی مختصات دستگاه در را دیفرانسیلی عملگرهای تمرین:
بگیرید. نظر در را کروی دستگاه در پادوردا و هموردا

بیابید. مقابل رابطه از استفاده با را گرادیان
ψ∇پاسخ: = εr ∂ ψ

∂ r + εθ ∂ ψ

∂ θ
+ εϕ ∂ ψ

∂ ϕ
سوم فصل در آمده دست به نتیجه به ربطی هیچ چون رسد، می نظر به عجیبی نتیجه این ابتدا در

ندارد!

بالا های اندیس ابتدا در ما اند. یکه بردارهای از متفاوت پایه بردارهای که کنیم توجه باید ولی
کنیم. می تبدیل پایین اندیس به εi = gijεj رابطه از استفاده با را εi در

εr = grrεr = εr, εθ = gθθεθ = εθ/r٢, εϕ = gϕϕεϕ = εϕ/r٢ sin٢ θ

چیست؟ مشکل دارد. اختلاف هم باز آمده دست به نتیجه

∇ψ = εr
∂ ψ

∂ r +
εθ

r٢
∂ ψ

∂ θ
+

εϕ

r٢ sin٢ θ
∂ ψ

∂ ϕ

دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین



دیفرانسیلی عملگرهای تانسوری شکل
دیفرانسیلی عملگرهای تانسوری شکل از هایی مثال دیفرانسیلی عملگرهای تانسوری شکل

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کروی مختصات در دیفرانسیلی عملگرهای

نیست. یکه εr اندازه که اینجاست در مشکل ولی باشد، می êr یکه بردار جهت در واقعا εi بردار
کنید: دقت زیر روابط به

کنیم: تقسیم خود اندازه بر را آنها باید εi از یکه بردارهای ساختن برای

êr =
εr

|εr|
= εr, êθ =

εθ

|εθ|
=

εθ

r , êϕ =
εϕ

|εϕ|
=

εϕ

r sin θ

گرادیان توان می نتیجه در و

∇ψ = εr
∂ ψ

∂ r +
εθ

r٢
∂ ψ

∂ θ
+

εϕ

r٢ sin٢ θ
∂ ψ

∂ ϕ

نوشت: زیر آشنای شکل به را
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کروی مختصات در دیفرانسیلی عملگرهای

متریک اینکار برای آورید. دست به کروی مختصات دستگاه در را دیفرانسیلی عملگرهای تمرین:
بگیرید. نظر در را کروی دستگاه در پادوردا و هموردا

زیر رابطه از دیورژانس کردن پیدا برای

نوشت: توان می نتیجه در .(det g)
١
٢ = r٢ sin θ که کنیم می توجه

∇ · V =
١

r٢ sin θ
∑
k

∂

∂ qk

(
r٢ sin θ Vk

)
=

١
r٢ sin θ

[
∂

∂ r

(
r٢ sin θ Vr

)
+

∂

∂ θ

(
r٢ sin θ Vθ

)
+

∂

∂ ϕ

(
r٢ sin θ Vϕ

)]
نشان Vr پایین اندیس با را بردارها ما سوم فصل در اینکه جز است، سوم فصل نتیجه همان که

دادیم. می

بیابید. را کرل و لاپلاسین
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درس این مهم نکات
ویژه به دهید. توضیح درستی به را آنها کاربرد و نتایج ترین مهم و دیفرانسیلی عملگرهای تانسوری شکل بتوانید شما درس این انتهای در که است این انتظار

دهید: پاسخ را زیر های پرسش بتوانید که رود می انتظار

بنویسید. را دیفرانسیلی عملگرهای تانسوری شکل ١

پادوردا؟ یا و همورداست گرادیان آیا ٢

کنید. مرور دیگر بار یک را درس لطفا کنید، می احساس مشکلی بالا شده یاد مفاهیم از هرکدام درباره اگر

های دانسته کنید سعی دلیل همین به است. مساله حل فیزیک، و ریاضی مفاهیم سازی” درونی ” و درک برای راه بهترین که نکنیم فراموش
شوند. می ارائه درس هر انتهای در ها مساله این کنید. تقویت و زده محک سوالات حل با را خود

⇓⇓⇓⇓⇓
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تمرین

اینکار برای آورید. دست به ای استوانه مختصات دستگاه در را دیفرانسیلی عملگرهای تمرین:
بیابید. را پادوردا متریک و بگیرید نظر در را کروی دستگاه در هموردا متریک

بیابید. مقابل رابطه از استفاده با را گرادیان
بیابید. زیر روابط از یکی از استفاده با را دیورژانس

بیابید. زیر روابط از استفاده با را کرل و لاپلاسین
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تبدیلات ژاکوبی و مختصات تبدیلات بعدی: مبحث

کرد. خواهیم بحث آن های ویژگی درباره و شد خواهیم آشنا ژاکوبی ماتریس با بعد جلسه در
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شما توجه از سپاس با
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