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دیفرانسیلی های فرم و تانسورها
تانسورها بر ای مقدمه

شناور حسین

علوم دانشکده فیزیک، گروه
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ایمیل آدرس به را محاسباتی یا و مفهومی نوشتاری، اشتباه هرگونه خواهشمندم
شوند: اعمال لازم تصحیحات بعدی های ویرایش در تا کنید ارسال من

h.shenavar@gmail.com

حمایت ها، همفکری برای هرمزگان، دانشگاه در محترم دانشجویان و همکاران از
سپاسگزارم. مفید نکات نمودن گوشزد و ها

است. شده استفاده Camtasia افزار نرم از ها درس این ضبط برای
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تانسورها بر ای مقدمه ١

پادوردا و هم وردا تانسورهای
دو مرتبه تانسورهای
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تانسور و بردار اسکالر،

مختصات های دستگاه در و شود می داده نمایش عدد یک با فقط که است موجودی اسکالر
نامند. می نیز صفر مرتبه تانسور را اسکالر کند. نمی تغییر آن مقدار مختلف

کند. می پیدا تبدیل مشخصی قانون تحت و دارد مشخصی جهت و اندازه که است موجودی بردار
ثابت فضا در آن جهت و اندازه ولی شوند، می عوض مختصات تبدیل تحت بردار های مولفه

ماند. می باقی
فضای در بردار یک همچنین است. یک مرتبه تانسور یک بردار که دید خواهیم ادامه در توجه:

دهیم. می نشان مولفه d با را بعدی d

باشد: زیر های ویژگی دارای که است موجودی بعدی d فضای در n مرتبه تانسور یک

هر و ،Aα١α١···αn یعنی شوند، می داده نمایش اندیس n با که دارد هایی مولفه ١

کلی حالت در ما نظر مورد تانسور بنابراین کند. تغییر d تا ١ از تواند می اندیس
دارد. مولفه dn

کنند. می پیدا تبدیل مشخصی قانون تحت تانسور های مولفه ٢

نظر از دارد. اساسی اهمیت موجود این فهم در مختصات تبدیل تحت تانسور مشخص رفتار
دستگاه انتخاب از مستقل فیزیکی پذیرهای مشاهده که کند می تضمین رفتار این فیزیکی

هستند. مختصات

دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین
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مختلف دستگاه دو در بردارها تبدیل یادآوری:

و A⃗ = Ax̂i + Aŷj + Azk̂ صورت به پریم بدون دستگاه در مشخصی بردار که کنید فرض
نوشته A⃗′ = A′

x̂i′ + A′
ŷj′ + A′

zk̂′ صورت به ( دار پریم دستگاه ) یافته دوران دستگاه در
استفاده با و راحتی، به توان می را دار پرایم دستگاه در بردار های مولفه صورت این در شود. می
توان می را A′

x مولفه مثلا یافت. قدیم های مولفه حسب بر فضا، های پایه در داخلی ضرب از
یافت: î′ یکه بردار در A⃗ = Ax̂i + Aŷj + Azk̂ بردار داخلی ضرب با

A′
x = î′ · (Ax̂i + Aŷj + Azk̂) = Ax̂i′ · î + Aŷi′ · ĵ + Aẑi′ · k̂

جدید های پایه بین های زاویه کسینوس همان داخلی های ضرب این
A′

y برای توان می را کار همین اند. آمده زیر شکل در که اند قدیم و

آن در که A⃗′ = RA⃗ کلی حالت در و داد انجام هم A′
z و

است. تبدیل ماتریس Ri′j = cos θi′j

r⃗ = x̂i + ŷj + zk̂ اینکه به توجه با ترتیب همین به تمرین:
که دهید نشان r⃗′ = x′ î′ + y′ ĵ′ + z′ k̂′ و

î′ .̂i = ∂ x′/∂ x î′ .̂j = ∂ x′/∂ y · · ·

هایی تبدیل نوع چه برای روابط نوع این x′
i = Rijxj راهنمایی:

ببینید. را بعد اسلاید اند؟ درست
دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین
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مختلف دستگاه دو در بردارها تبدیل

صورت به پریم بدون دستگاه در مشخصی بردار که کنید فرض
در یافته دوران دستگاه در و A⃗ = A١ê١ + A٢ê٢ + A٣ê٣

A⃗′ = A′
١ê′١ + A′

٢ê′٢ + A′
٣ê′٣ صورت به دار پریم دستگاه

دو این های مولفه که دیدیم قبلا صورت این در شود. می نوشته
شوند: می تبدیل هم به زیر رابطه توسط بردار

جهت در ê′i یکه بردار تصویر واقع در ê′i .êj مقادیر که کنید توجه
بردار. دو بین زاویه کسینوس همان یا و هستند؛ êj یکه بردار

مربوط هم به خطی صورت به êj و ê′i که دلیل این به همچنین،
نوشت: هم زیر صورت به توان می را بالا رابطه هستند،

نامند. می دوران تحت بردار تبدیل قانون را بالا رابطه دو

دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین
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مختلف دستگاه دو در گرادیان تبدیل

به دکارتی مختصات دستگاه در ϕ مانند اسکالر یک گرادیان های مولفه که دیدیم پیشتر همچنین،
مختصات دستگاه در ها مولفه این نتیجه در شود. می نوشته (∇ϕ)′j = (∂ ϕ/∂ xj )êj صورت

هستند: زیر شکل به یافته دوران

اند. متفاوت آمد قبل اسلاید در که بردار و گرادیان تبدیل قانون که کنید توجه

مشابهی های کمیت عملا دکارتی مختصات دستگاه در ∂ xj/∂ x′
i و ∂ x′

i/∂ xj کمیت دو البته
و A⃗ موجود دو هر توانیم می کنیم می کار دکارتی مختصات دستگاه در وقتی تا بنابراین هستند.

بنامیم. بردار را ∇⃗ϕ

غیردکارتی مختصات برای بالا رابطه دو در موجود جزئی مشتقات که دید راحتی به توان می ولی
تبدیل قانون دو از موجود دو این دکارتی، غیر مختصات های دستگاه در نتیجه در نیستند. برابر

شویم. قائل تمایز ”موجود” دو این بین باید پس کنند. می پیروی متفاوت

دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین
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پادوردا و هم وردا بردارهای

contravariant vectors ) پادوردا بردارهای را کنند می پیروی زیر تبدیل قانون از که بردارهایی
نامند: می (

) هم دوردا بردارهای را کنند می پیروی زیر تبدیل قانون از که بردارهایی همچنین،
نامند: می ( covariant vectors

با را پادوردا بردارهای بردار، نوع دو این بنابراین و تبدیل، قانون نوع دو این بین تمایز برای
دهند. می نشان Ai پایین اندیس با را هم وردا بردارهای و Ai بالا اندیس

شود. نوشته ( x١, x٢, x٣ ) صورت به باید و است پادوردا بردار یک موقعیت بردار مثلا
جمعبندی

دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین
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مهم نکته چند

جمعبندی:

نکته چند به موضوع این درک برای اند. شده بالا معادلات وارد ساختارمند صورت به ها اندیس
کنید: توجه زیر

نیست! توان و است اندیس یک Aj در j ١

اندیس همچنین، است. شده ظاهر یکبار فقط معادلات طرف دو در i آزاد اندیس ٢

مخرج در بالا اندیس قرارداد: ) است گرفته قرار پایین یا و بالا در طرف دو در
نکته این .( بالا! را مخرج در پایین اندیس و کنیم می قرارداد پایین اندیس را

کنید. رعایت خود تانسوری معادلات نوشتن در حتما را
گفته هم dummy indices میرا یا و ظاهری جمعبندی، ) تکراری های اندیس ٣

پایین. یکبار و بالا یکبار است، شده ظاهر بار دو معادله طرف یک در ( شود می
در پایین اندیس و کنیم می قرارداد پایین اندیس را مخرج در بالا اندیس هم باز

شود. حفظ جمعبندی قرارداد این تا کنیم می فرض بالا را مخرج
دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین
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مهم نکته چند

جمعبندی:

نکته چند به موضوع این درک برای اند. شده بالا معادلات وارد ساختارمند صورت به ها اندیس
کنید: توجه زیر

اندیس که دارد وجود فیزیکی متون در مشخص قرارداد یک اینشتین: قرارداد ۴

کتاب از بسیاری در نتیجه در شوند. می بسته جمع پایین و بالا تکراری های
صرفنظر جمعبندی علامت از ( بنیادی ذرات و عام نسبیت ویژه به ) مرجع های

شد. خواهیم نمادگذاری این وارد کم کم ما شود. می

دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین
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دو مرتبه تانسورهای

را هم وردا و مخلوط پادوردا، ( اندیسی دو همان یا ) دوم مرتبه تانسورهای تبدیل قانون ما حالا
کنیم: می تعریف زیر صورت به

در جزئی مشتقات تعداد با ( اندیس تعداد همان ) تانسور مرتبه که کنید توجه ۵

است. برابر تبدیل قانون
است: برابر ( space dimensions ) فضا ابعاد با ها اندیس تغییر دامنه ۶

i = ١, ٢, · · · d j = ١, ٢, · · · d · · ·

فضاست. ابعاد از مستقل تانسور مرتبه ٧

دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین
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دو مرتبه تانسورهای

را هم وردا و مخلوط پادوردا، ( اندیسی دو همان یا ) دوم مرتبه تانسورهای تبدیل قانون ما حالا
کنیم: می تعریف زیر صورت به

های اندیس و هستند پادوردا طرف دو هر در پادوردا های اندیس که کنید توجه ٨

اند. مانده باقی هم وردا طرف دو هر در هم هم وردا
یکسان عملا بالا تانسور سه هر آنگاه کنیم، استفاده دکارتی مختصات از اگر ٩

وردایی ( مهندسی ویژه به ) کتب برخی در که است دلیل همین به هستند.
شوند. می نوشته بالا یا و پایین ها اندیس همه و ندارد اهمیتی چندان تانسور

دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین
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اینشتین و نیوتن گالیله، نسبیت اصول تانسور: چرا

داد: توضیح را فیزیکی قوانین ناوردایی بررسی اهمیت بار اولین گالیله
تشخیص برای راهی هیچ بسته، اتاق یک در اجسام حرکت مشاهده با
حرکت حال در یکنواخت سرعت با یا و است ساکن اتاق آیا اینکه

گویند. می ای گالیله نسبیت اصل گاهی را این ندارد. وجود است
است: گالیله نسبیت اصل تر تکنیکی ویرایش نیوتنی نسبیت اصل
به نسبت ثابت سرعت با که دیگر دستگاه یک و ساکن دستگاهی
در مکانیک قوانین بگیرید. نظر در را است، حرکت در اول دستگاه
فضای یک در واقع اجسام حرکت یا و هستند. یکسان دستگاه دو این
سرعت با یا و باشد ثابت فضا این خواه یکدیگر، به نسبت معین

است. یکی کند، حرکت راستی خط امتداد در یکنواخت
جمله از ) فیزیک قوانین تمام به را نسبیت اصل اینشتین
لخت های دستگاه تمام در فیزیک قوانین داد: توسعه الکترودینامیک)

ندارد. وجود مرجحی لخت دستگاه هیچ هستند. یکسان

ببینید. را مقابل کتاب نسبیت اصل تاریخی تحول سیر مرور برای
چون اند فیزیک قوانین ناوردایی برررسی برای ابزار بهترین تانسورها

دارند. را تبدیل قوانین خود تعریف درون در موجودات این

دیفرانسیلی های فرم و تانسورها شناور حسین
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دوم مرتبه تانسور یک ماتریسی شکل

از ٣ × ٣ آرایه شکل به زیر صورت به توان می را Aij های مولفه با A دوم مرتبه تانسور یک
نوشت: اعداد

برای نیز تبدیل قوانین باید بلکه نیست؛ تانسور یک لزوما اعداد از ٣× ٣ آرایه هر که کنید دقت
هست. ماتریس یک اعداد از ٣ × ٣ آرایه هر البته باشند. برقرار ها آرایه

هم آنها ماتریسی نمایش در را تانسور معادلات توان می حالا ذهن، در نکته این داشتن نظر در با
شود: می نوشته زیر ماتریسی شکل به پادوردا تانسورهای تبدیل قانون مثلا نوشت.

است. شده بحث برداری فضاهای مبحث در که نامند می نیز تشابهی تبدیل را رابطه این

خاصی قانون تحت و گرفته قرار هم کنار در که هستند اعداد از ای آرایه تانسورها جمعبندی:
نامند. می تانسور مرتبه تانسور یک های اندیس تعداد شوند. می تبدیل
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درس این مهم نکات
می انتظار ویژه به دهید. توضیح درستی به را آنها کاربرد و نتایج ترین مهم و فیزیک در تانسورها مفهوم بتوانید شما درس این انتهای در که است این انتظار

دهید: پاسخ را زیر های پرسش بتوانید که رود

بنویسید. را تانسورها کلی تعریف ١

بنویسید. را فیزیک در هم وردا و پادوردا بردارهای تبدیل قوانین ٢

شوند؟ می وارد تبدیل قوانین در جزئی مشتقات چرا ٣

کنید. بیان را تانسورها در آزاد اندیس به مربوط قراردادهای ۴

کنید. بیان را تانسورها در جمعبندی اندیس به مربوط قراردادهای ۵

چیست؟ اینشتین ( قرارداد یا ) نمادگذاری از منظور ۶

بنویسید. را ( هم وردا و مخلوط پادوردا، ) دو مرتبه تانسورهای تبدیل قوانین ٧

کنید. مرور دیگر بار یک را درس لطفا کنید، می احساس مشکلی بالا شده یاد مفاهیم از هرکدام درباره اگر

های دانسته کنید سعی دلیل همین به است. مساله حل فیزیک، و ریاضی مفاهیم سازی” درونی ” و درک برای راه بهترین که نکنیم فراموش
شوند. می ارائه درس هر انتهای در ها مساله این کنید. تقویت و زده محک سوالات حل با را خود

⇓⇓⇓⇓⇓
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تمرین

بنویسید. را سوم مرتبه تانسورهای همه تبدیل قوانین

داریم: اول جمله برای اینشتین نمادگذاری به بنا و زیر رابطه در

١
٢gαβ∂α∂µgβν ≡

۴∑
α=١

۴∑
β=١

١
٢gαβ∂α∂µgβν

ها سری از استفاده با و کرده خارج اینشتین نمادگذاری از را زیر فرمول در جملات بقیه شما
بنویسید.
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تانسورها جبر بر ای مقدمه بعدی: مبحث

کرد. خواهیم بررسی مقدماتی صورت به را تانسورها جبر بعد جلسه در
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شما توجه از سپاس با
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