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مقداری ویژه معادلات ١

فیزیک در مقداری ویژه معادلات
ها پایه برحسب مقداری ویژه معادله بسط

معادلات ماتریسی شکل و عملگری شکل ارزی هم
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فیزیک در مقداری ویژه معادلات

کرد. بیان زیر کلی شکل با معادلاتی به صورت می توان را فیزیک در مهم مسائل از بسیاری

یک ψ می باشد، هیلبرت فضای یک آن برد و دامنه که است خطی عملگر یک A آن در که
λ و ψ اما است، معلوم A عملگر که کنید دقت است. ثابت یک λ و است فضا این در تابع

.( λ و ψ کردن پیدا یعنی ) بالاست معادلۀ حل ما نظر مورد مسئلۀ و نامعلوم اند،

تغییر است ممکن آن اندازه ψ روی بر A اعمال اثر در آنگاه بگیریم، نظر در بردار یک را ψ اگر
کند. نمی تغییر آن جهت ولی ،( λ ̸= ١ ازای به ) کند

مقداری: ویژه معادله هندسی تفسیر
( shear mapping ) برشی نگاشت مقابل شکل در
رنگ قرمز بردار است. شده اعمال مونالیزا تابلوی به
بالا شکل به ای معادله در پس دهد، می جهت تغییر

باقی ثابت رنگ آبی بردار جهت ولی کند. نمی صدق
کند. می صدق Aψ = λψ معادله در نتیجه در و مانده
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مقدار ویژه و بردار ویژه

به دست را توابعی نوع، این از معادله ای پاسخ های که آنجا از
ضریب یک در شدن ضرب (به جز عملگر اثر تحت که می دهند
ویژه معادلات آن ها به می مانند، باقی تغییر بدون ( λ مقیاس
معنای به آلمانی زبان در Eigen واژۀ می شود. گفته مقداری

حل را مقداری ویژه معادلۀ یک که تابعی است. آن” یا و ”خودِ
مقدار و می شود نامیده (eigenfunction) ویژه تابع می کند،

دارد. نام (eigenvalue) ویژه مقدارِ ویژه، تابع آن با متناظر λ

مقدار ویژه معادله هندسی تفسیر
ببینید. بالا شکل در )را

٢ ١
١ ٢

)
ماتریس کنید فرض تمرین:

را ب شکل و کرده عمل الف شکل بر
بردارند؟ ویژه بردارها کدام است. داده نتیجه
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مقدار ویژه و بردار ویژه

نکند. آشکار کامل به طور را آن اساسی محتوای است ممکن مقدارویژه معادلۀ یک صوریِ تعریف
قیدی بگذارد، باقی تغییر بدون مقیاس ضریب یک برای جز را ψ تابع A عملگر که شرط این
در نه، یا باشد راه حل دارای اصلا بالا معادلۀ این که می کند. تحمیل ψ بر سخت گیرانه بسیار

موارد از بسیاری
شهودی به صورت

نیست. بدیهی
برخی مقادیر ویژه
هندسی تبدیلات

مقابل جدول در را
بینید. می
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فیزیک در مقداری ویژه معادلات

مثال چند دهید اجازه رایج اند، بسیار فیزیک در مقدارویژه معادلات چرا این که شدن روشن برای
کنیم: ذکر را

نیروی آن ها در که هستند آن هایی مرتعش رشتۀ یک تشدیدیِ ایستای امواج ١

است. تعادل وضعیت از آن ها جابه جایی با متناسب رشته عناصر بر بازگرداننده
سه بعدی بردارهایی صلب، جسم یک ω⃗ زاویه ای سرعت و L⃗ زاویه ای تکانۀ ٢

دورانی لختی تانسور I اینجا در اند. مربوط هم به L⃗ = Iω⃗ رابطۀ با که هستند
این که شرایطی ولی نیستند؛ هم جهت هم با کلی حالت در بردار دو این است.
λ آن در که شود می داده L⃗ = λω⃗ رابطه با طبیعتا باشند، جهت هم بردار دو

داریم رابطه دو این ترکیب با است. اسکالر یک

مقداری ویژه معادله این در است. مقداری ویژه رابطه یک که
( بردارها ویژه ) توابع ویژه و I ماتریس همان ما عملگر

هستند. ω⃗ ای زاویه حرکت اندازه
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فیزیک در مقداری ویژه معادلات

کوانتومی مکانیک در زمان از مستقل شرودینگر معادله ٣

H ψ(⃗r) = Eψ(⃗r) ⇒
[
− ℏ٢

٢m∇٢ + V(⃗r)
]
ψ(⃗r) = Eψ(⃗r)

ویژه ψ(⃗r) تابع است، هامیلتونی همان معادله عملگر آن در که است مقداری ویژه مساله یک
باشد. می مقدار ویژه E انرژی و است مساله تابع

بیضی یک سرنوشت که است پرسش این ( اخترفیزیک باز همچنان و ) بنیادین مسائل از یکی ۴

( گرانش مانند ) مشخصی نیروهای و است، دوران حال در مشخصی ای زاویه سرعت با که گون
مساله این حل برای مختلفی های روش شد؟ خواهد چگونه سرانجام دارند، وجود آن ذرات بین
مقداری ویژه مساله یک به ها حل راه این معمولا هرچند است. شده پیشنهاد خاص شرایط در

شوند. می منجر
دیگر. تئوری و کاربردی مساله ها ده و جسمی! سه مشهور مساله است همچنین ۵
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ها پایه برحسب مقداری ویژه معادله بسط

های پایه در را مساله این که است این مقداری ویژه مساله حل برای قدرتمند بسیار روش یک
برداری فضاهای مبحث در یافته توسعه های روش از باید اینکار برای ) دهیم بسط φi یکامتعامد
aij = ⟨φi|A|φj⟩ های درایه با ماتریس یک با را A عملگر روش، این در .( کنیم استفاده
نشان ci = ⟨φi |ψ⟩ های مولفه با c⃗ ستونی بردار یک با را ψ تابع همچنین، دهیم. می نشان
می تبدیل Ac⃗ = λ⃗c ماتریسی معادله صورت به Aψ = λψ اولیه معادله نتیجه در دهیم. می

شود.
مقدارویژۀ معادلۀ یک را آن می توان می شود، ارائه صورت این به مقدارویژه معادلۀ یک وقتی
در که همان طور خواند. ویژه بردارهای می کنند حل را آن که c⃗ بردارهای و نامید ماتریسی
ماتریسی مقدارویژۀ معادلات حل برای خوبی های روش دید، خواهیم فصل این بعدی بخش های
است این مقدارویژه معادلات حل برای دسترس در مسیر یک همواره بنابراین یافته  اند. توسعه 
توابع می توانیم ماتریسی، مقدارویژۀ مسئلۀ یک حل از پس درآوریم. ماتریسی فرم به را آن ها که

ψ =
∑

i ciφi کنیم: بازیابی آن ها بسط از را اصلی مسئلۀ ویژۀ
به صورت ابتدا از مقدارویژه مسئلۀ دیدیم، بالا در ذکرشده اینرسی ممان مثال در که همان گونه گاهی،
را حل فرایند نیست نیازی که است بدیهی صورت، این در می شود. مطرح ماتریسی مسئلۀ یک
بود خواهند بردارهایی پاسخ ها و کنیم، آغاز ماتریسی فرم به مسئله تبدیل و پایه یک معرفی با

شوند. تفسیر پایه یک حسب بر بسط هایی به عنوان نیست لازم که
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معادلات ماتریسی شکل و عملگری شکل ارزی هم

خطی دخیل عملگرِ آن ها در که داریم سروکار مقدارویژه ای معادلات با ما که است این مهم نکتۀ
هم باشند، برقرار شرایط این که هنگامی می کند. عمل هیلبرت فضای یک عناصر بر و است
معادلۀ یک به کار این که داد بسط پایه یک در می توان همواره را نظر مورد تابع هم و عملگر

این پیامدهای جمله از ماست. اصلی مسئلۀ معادلِ کاملا که می انجامد ماتریسی مقدارویژۀ
یک بسط از که ویژه مقادیر یا ویژه بردارهای خواص دربارۀ قضیه ای هر که است آن موضوع
نیز اصلی مسئلۀ برای باید الزاماً آید، به دست پایه ها از مجموعه ای حسب بر مقدارویژه مسئلۀ
می کند. فراهم نیز اصلی مسئلۀ برای راه حلی ماتریسی، مقدارویژۀ معادلۀ حل این که و باشد، صادق
را ماتریسی مقدارویژۀ مسائل چگونه می دانیم ما این که عملی مشاهدۀ به همراه واقعیت ها، این
قرار ما کار دستور در باید ماتریسی مسائل دقیق بررسی که می دهد نشان قوی به طور کنیم، حل

گیرد.
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معادلات ماتریسی شکل و عملگری شکل ارزی هم

ماتریس ویژگی های برخی که درمی یابیم می پردازیم، ماتریسی مقدارویژۀ مسائل بررسی به وقتی
ساده سازی های باشد، هرمیتی ماتریس که زمانی به ویژه و می گذارند تأثیر پاسخ ها ماهیت بر
شامل فیزیک در علاقه مورد مقدارویژۀ معادلات از بسیاری می گیرد. قرار دسترس در قابل توجهی
عملگرها این شرایطی) چه تحت (یا آیا این که درک ازاین رو، هستند؛ دیفرانسیلی عملگرهای

می شود. بررسی ٨ فصل در موضوع این دارد. ویژه ای اهمیت هرمیتی اند،

معادلۀ یک حل راه تنها پایه، مجموعۀ یک حسب بر بسط معرفی که می شویم یادآور پایان در
با می توان را هستند دیفرانسیلی عملگرهای شامل که مقدارویژه ای معادلات نیست. مقدارویژه
شده مطرح ٨ فصل در نیز بحث این کرد. بررسی نیز دیفرانسیل معادلات حل کلی روش های

است.
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کوانتومی مکانیک بنیاد

نکات از یکی ماتریسی مقدارویژۀ مسائل و دیفرانسیل معادلات میان ارتباط تاریخی، دیدگاه از
معادلِ اما مستقل صورت بندی دو در به روشنی و است کوانتومی مکانیک شکل گیری در بنیادی

می شود. آشکار هایزنبرگ، ماتریسی مکانیک و شرودینگر موجی مکانیک یعنی آن،

توصیف به قادر کلاسیک قوانین که بودند روبه رو مسئله این با فیزیک دانان ،١٩٢٠ دهۀ در
پیشرفت های نخستین نبودند. تابش رفتار و اتم ها پایداری هیدروژن، اتم طیف مانند پدیده هایی
ریاضی چارچوب یک فاقد هنوز نظریه ها این اما شد، انجام دیگران و زومرفلد بور، توسط جدی

بودند. منسجم
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کوانتومی مکانیک بنیاد

به بعدها که کرد ارائه کوانتومی مکانیک از تازه ای صورت بندی هایزنبرگ ورنر ،١٩٢۵ سال در
نه تکانه و مکان مانند فیزیکی کمیت های رویکرد، این در شد. معروف ماتریسی» «مکانیک
گرفته نظر در گسسته درایه های با ماتریس هایی به صورت بلکه زمان، از پیوسته توابع به صورت
قابل کمیت های با مستقیماً آن ها ویژۀ مقادیر و داشتند جابجایی روابط ماتریس ها این می شدند.
به اساساً فیزیکی مسئلۀ چارچوب، این در می کردند. پیدا ارتباط انرژی، ترازهای مانند مشاهده،

می شد. فروکاسته ماتریسی مقدارویژۀ مسئلۀ یک
مفهومی نظر از که کرد ارائه دیگری صورت بندی شرودینگر اروین ،١٩٢۶ سال در بعد، اندکی
تابع یک با می توان را کوانتومی سیستم یک حالت که داد نشان او بود. شهودی تر بسیاری برای
رویکرد، این در می کند. پیروی شرودینگر) (معادلۀ دیفرانسیل معادلۀ یک از که کرد توصیف موج
هستند. سیستم انرژی ترازهای همان دیفرانسیلی) عملگر (یک هامیلتونی عملگر ویژۀ مقادیر

می شود. تبدیل مقدارویژه دیفرانسیل معادلۀ یک حل به فیزیکی مسئلۀ بنابراین،
خطی، جبر و ماتریس ها بر مبتنی یکی می رسیدند: نظر به متفاوت کاملا نظریه دو این ابتدا، در
که شد مشخص به سرعت حال، این با دیفرانسیل. معادلات و پیوسته توابع بر مبتنی دیگری و
دیراک شرودینگر، توسط هم ارزی این هستند. معادل کاملا ریاضی نظر از صورت بندی دو این
به صورت می توان را کوانتومی حالت فضای که بود این کلیدی نکتۀ شد. روشن نویمان فون و
ماتریس های و شرودینگر دیفرانسیلی عملگرهای فضا، این در گرفت؛ نظر در هیلبرت فضای یک

هستند. واحد انتزاعی ساختار یک از متفاوت نمایش دو تنها هایزنبرگ
آن کاربردهای و مقداری ویژه مساله شناور حسین
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کوانتومی مکانیک بنیاد

(مانند دیفرانسیلی عملگر شود، انتخاب هیلبرت فضای در مناسب پایۀ یک اگر دقیق تر، بیان به
شود، داده نمایش بی نهایت بعدی ماتریس یک به صورت می تواند موجی) مکانیک در هامیلتونی
همین به است. ماتریسی مقدارویژۀ مسئلۀ یک حل معادل دقیقاً متناظر دیفرانسیل معادلۀ حل و
بنیادی و عمیق تناظر یک ماتریسی مقدارویژۀ مسائل و دیفرانسیل معادلات میان که است دلیل

دارد. وجود
موجی مکانیک داشت: کوانتومی مکانیک پذیرش در مهمی نقش تناظر این تاریخی، دیدگاه از
مکانیک که حالی در بود، نزدیک تر کلاسیک فیزیک دانان به دیفرانسیل معادلات آشنای زبان با
ساختار که داد نشان دیدگاه دو این وحدت کرد. آشکار را غیرجابجایی و خطی جبر بنیان ماتریسی
مدرن صورت بندی سنگ بنای درک، این و است، انتخاب شده نمایش از مستقل نظریه، ریاضی

شد. کوانتومی مکانیک
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درس این مهم نکات
رود می انتظار ویژه به دهید. توضیح درستی به را آنها کاربرد و نتایج ترین مهم و مقداری ویژه معادلات بتوانید شما درس این انتهای در که است این انتظار

دهید: پاسخ را زیر های پرسش بتوانید که

کنید. تحقیق الکترومغناطیس در مقداری ویژه معادلات درباره ١

کنید. تحقیق مکانیک در مقداری ویژه معادلات درباره ٢

کنید. تحقیق ها شاره در مقداری ویژه معادلات درباره ٣

کنید. تحقیق پلاسما در مقداری ویژه معادلات درباره ۴

کنید. تحقیق جامد حالت در مقداری ویژه معادلات درباره ۵

کنید. تحقیق کوانتوم در مقداری ویژه معادلات درباره ۶

کنید. تحقیق ای هسته فیزیک در مقداری ویژه معادلات درباره ٧

کنید. تحقیق مولکولی اتمی در مقداری ویژه معادلات درباره ٨

کنید. تحقیق اخترفیزیک در مقداری ویژه معادلات درباره ٩

کنید. تحقیق برق مهندسی در مقداری ویژه معادلات درباره ١٠

کنید. مرور دیگر بار یک را درس لطفا کنید، می احساس مشکلی بالا شده یاد مفاهیم از هرکدام درباره اگر

های دانسته کنید سعی دلیل همین به است. مساله حل فیزیک، و ریاضی مفاهیم سازی” درونی ” و درک برای راه بهترین که نکنیم فراموش
شوند. می ارائه درس هر انتهای در ها مساله این کنید. تقویت و زده محک سوالات حل با را خود

⇓⇓⇓⇓⇓
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تمرین

دهید. توضیح را آنها مقداری ویژه معادله مفهوم و زیر هندسی تبدیلات
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ماتریسی مقدار ویژه معادلات بعدی: مبحث

کرد. خواهیم شروع را ماتریسی مقدار ویژه معادلات بررسی ساده مثال یک با بعد جلسه در
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