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 :جزوه آمار قسمت آخر

و رابطه بین  انواع توزیع احتمال

 + نمونه سوالمتغیرها
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 Poison distributionب( توزیع پواسون 

 توزیع احتمال متغیرهای پیوسته : 

       Normal distributionالف( توزیع نرمال یا توزیع استاندارد 

  Student,s distributionب( توزیع دانشجویی

 Normal distribution : توزیع نرمال

مهمترین توزیع پیوسته، توزیع نرمال است و این توزیع یکی از کاربردی ترین توزیع های آماری بوده و بیشتر در 

 ی پیوسته مطرح می باشد. خصوص متغیر های کم

 بسیاری از پدیده های طبیعی دارای این نوع توزیع هستند. -

 شکل حدی بسیاری از توزیع های دیگر نرمال است. -

تابع چگالی آن به صورت  دارای توزیع نرمال است اگر 𝝈و انحراف معیار  𝝁با میانگین  Xمتغیر تصادفی پیوسته 

 زیر باشد:

 X ≈ N (𝛍 ,𝝈𝟐) 

همان گونه که در فرمول توزیع نرمال مشخص است پارامترهای انحراف معیار و میانگین متغیر بوده و سایر عناصر 

بر مبنای میانگین ها و واریانس های مختلف می توانیم بی نهایت توزیع نرمال داشته باشیم. با توجه به  ثابت اند. 

 معیار و میانگین می توان از قاعده تجربی استفاده کنیم.قرینه بودن منحنی توزیع نرمال و مشخص نمودن انحراف 

 

 

 

 

 

  

انحراف معیار از میانگین را در طرفین میانگین روی منحنی مشخص  3و  2، 1طبق این قاعده اگر فاصله های 

𝛍داده ها در فاصله یک انحراف معیار از میانگین ) %68کنیم می توان عنوان کرد که  ± 𝟏𝝈 از طرفین واقع )

 می شوند. 
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𝛍داده ها در فاصله دو انحراف معیار از میانگین ) %95به  همین ترتیب می توان عنوان کرد که حدود  ± 𝟐𝝈 )

 از طرفین واقع می شوند.

 

𝛍اگر فاصله را بیشتر کنیم یعنی از  − 𝟑𝝈  تا𝛍 + 𝟑𝝈  داده ها را پوشش خواهد داد. به عبارتی  %99/8حدود

𝛍که داده هایی که خارج از  ± 𝟑𝝈  درصد است. 0/2باشند تعدادشان خیلی اندک و حدود 

 

 توزیع نرمال :  خواص

متقارن  x  منحنی نسبت به خط ) ین توزیع دارای منحنی متقارن به شکل زنگوله ای و متقارن می باشدا -1

 بدین معنا که اگر از وسط آن را تا کنیم سمت چپ و راست آن بر هم منطبق می باشد. (است

 میانگین، میانه و مد توزیع نرمال با هم برابرند.  -2

 .استx   منحنی نرمال تنها دارای یک نقطه ماکزیمم در نقطه  -3

 منحنی توزیع نرمال با دو پارامتر میانگین و واریانس مشخص می شود. -4

 .است 1ها برابر با Xسطح زیر منحنی بالای محور  -5

 بزرگتر و مساوی صفر است. f(x)ها مقدار  xبه ازای تمامی  -6



 تهیه و تدوین : دکتر احسانی نیا                                            آمار و احتمالات                                                                  

89 

 

 

𝛍در بازه  Xاست ولی تقریبا تمام مقادیر  ∞+تا  ∞−از  Xبا وجود اینکه دامنه تغییرات متغیر تصادفی  -7 ±

𝟑𝝈  یعنی بازه ای با طول سه برابر انحراف معیار در دو طرف میانگین قرار می گیرد و احتمال اینکهX  مقداری

 خارج از این بازه داشته باشد بینهایت کم است.

 : Zتوزیع نرمال استاندارد یا توزیع 

𝒁  آنگاه متغیر تصادفیباشد،  2و واریانس  دارای توزیع نرمال با میانگین Xاگر متغیر تصادفی دلخواه  =

 
𝑿−𝝁

𝝈
به منظور لذا  .می گویندنرمال استاندارد است که به آن  1و واریانس  ۰دارای توزیع نرمال با میانگین  

تسهیل در محاسبه احتمالات مربوط به متغیر تصادفی نرمال آن را تبدیل به متغیر استاندارد می کنیم که 

 داریم: بنابراین می نامیم. Zمیانگین آن صفر و انحراف معیار آن برابر یک است و آن را 

X≈N (𝛍 = 𝟎 ,𝛔 = 𝟏)                                             𝒁 =  
𝑿−𝝁

𝝈
 

Z .را متغیر تصادفی نرمال استاندارد و توزیع آن را توزیع نرمال استاندارد گویند  

 :( Binomial distribution) توزیع دو جمله ای

این توزیع برای پیش آمدهایی استفاده می شود که دارای دو حالت وقوع و عدم وقوع )موفقیت و شکست( هستند. 

باشد؛ چنانچه بخواهیم  =1p+qنشان دهیم و   qو pاگر احتمال وقوع و عدم وقوع پیش آمدی را به ترتیب با 

ه آزمایش محاسبه کنیم؛ از رابطه ی زیر مرتب nبار موفقیت یا پیروزی از این پیش آمد را در  xاحتمال وقوع 

 استفاده می کنیم:

P(X=x) = 𝐂𝐱
𝐧

 p
x qn-x                 p + q = 1             q = 1-p                  

Cx
n =

n!

x! (𝑛 − X)!
  

P(X = x) =
n!

x! (n − x)!
 px qn−x 

n  ،تعداد افراد نمونه :x  ،تعداد پیشامد های موافق :P  ،احتمال وقوع پیشامد مورد نظر :q  احتمال وقوع پیشامد :

 .دیگر)بعدی(

تغییر کند، شکل توزیع احتمال دو جمله ای نیز تغییر می کند. مثلاٌ  pو  nمقدار  اگر نکته : در توزیع دوجمله ای

ت اهبشکل ششکل توزیع دوجمله ای به سمت منحنی نرمال زنگوله ای یعنی تعداد آزمایش بزرگ شود  nاگر 

 .نزدیک تر شود توزیع قرینه تر خواهد شد 5/۰به  pپیدا می کند. از طرف دیگر هر چه احتمال موفقیت یا 

درصد  2۰هزارتایی بذر انتخاب می شود اگر فرض شود که  5۰۰۰تایی بذر از یک توده  4یک نمونه  :1مثال

بذر بدون قوه نامید باشد را مقایسه  2شامل دقیقا بذرهای این توده قوه نامید نداشته باشند احتمال اینکه نمونه 

 کنید. 
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n=4        p=  
20

100
= 0/20 

q=1-0/2=0/8         x=2           P(X=2)=? 

P(x) = Cx
npxqn−x 

P(X = 2) =  
4!

2! (4 − 2)! 
× (0/2)2 × (0/8)4−2 =  

4 × 3 × 2!

2! × 2 × 1
 × (0/04) × (0/64)

=  6(0/04)(0/64)  = 0/1536 

  .بیاید را محاسبه کنید 5مرتبه عدد  3پرتاب یک تاس دقیقا مرتبه  8: احتمال اینکه در  2مثال 

n=8     x=3     P(X=3) =?      p = 
𝟏

𝟔
            S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

p + q = 1 =≫ 
𝟏

𝟔
+ 𝒒 = 𝟏 =≫ 𝟏 −

𝟏

𝟔
=

𝟓

𝟔
   

P (X = 3) =
n!

X! (n − X)!
 pXqn−X =

8!

3! (8 − 3)!
× (

1

6
)3 × (

5

6
)5

= 56 × (
1

216
) ×

3125

7776
= 0/1035  

پسر داشته  3یا  2دختر ج(  5پسر ب(  3فرزنده، در چند خانواده انتظار دارید که الف(  5خانواده  8۰۰: از 3مثال 

 باشند؟

 فرزنده: 5پسر در یک خانواده ی  3احتمال  -الف

P(X = 3) =
n!

x! (n − x)!
 px qn−x =  

5!

3! (5 − 3)!
 (

1

2
)3 (

1

2
)5−3

=  
5 × 4 × 3 × 2 × 1

3 × 2 × 1 × 2 × 1
 × 

1

8
 ×

1

4
=  

10

32
 

 
𝟏𝟎

𝟑𝟐 
 فرزنده 5 ی خانواده 8۰۰ در پسر 3 احتمال =250 = (800)  

 فرزنده: 5دختر در یک خانواده ی  5احتمال   -ب 

P(X = 5) =
n!

x! (n − x)!
 px qn−x =  

5!

5! (5 − 5)!
 (

1

2
)5 (

1

2
)5−5 =  1 × 

1

32
 × 1

=  
1

32
 

𝟏

𝟑𝟐 
 فرزنده 5 ی خانواده 8۰۰ در دختر 5 احتمال =25 = (800)  

 فرزنده: 5پسر در یک خانواده ی  3یا  2احتمال   -ج 
𝟏𝟎

𝟑𝟐
 فرزنده ) از قبل محاسبه شده( 5پسر در یک خانواده ی  3احتمال   =  

 

 فرزنده: 5پسر در یک خانواده ی  2احتمال  -د

P(X = 2) =
n!

x! (n − x)!
 pX qn−x =  

5!

2! (5 − 2)!
 (

1

2
)2 (

1

2
)5−2

=  
5 × 4 × 3 × 2 × 1

2 × 1 × 3 × 2 × 1
 × 

1

4
 ×

1

8
=  

10

32
 

فرزنده 5پسر در یک خانواده ی  3یا  2احتمال   p (2  3 یا) = 
𝟏𝟎

𝟑𝟐
 + 

𝟏𝟎

𝟑𝟐
=  

𝟐𝟎

𝟑𝟐
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فرزنده 5پسر در یک خانواده ی  3یا  2احتمال   :
𝟐𝟎

𝟑𝟐
 (800) = 500 

لامپ به  5 تا سالم داریم. 1۰تا سالم و  9۰لامپ داریم که همه یک شکل هستند اما  1۰۰: در جعبه ای 4مثال

 باشند را محاسبه کنید.دو لامپ سوخته  دقیقاً احتمال اینکه -الف طور تصادفی از جعبه خارج می شود

P وفقیت = احتمال لامپ های سوخته = = احتمال م 
10

100
= 0/10 

q =  وفقیت = احتمال لامپ های سالمم عدم = احتمال 
90

100
= 0/90 

P(X = 2) = 𝐶2
5𝑝2𝑞5−2 =

5!

2! (5 − 2)!
 p2 q3 =  

5!

2! (5 − 2)!
 (0/1)2 (0/9)5−2

=  
5 × 4 × 3 × 2 × 1

2 × 1 × 3 × 2 × 1
 ×  0/01 × 0/729 =  0/0729 

 لامپ سوخته باشد احتمال آن را محاسبه کنید. 4در صورتی که موفقیت داشتن  -ب

P(X = 4) = 𝐶4
5𝑝4𝑞5−4 =

5!

4! (5 − 4)!
 p4 q1 =  5 (0/1)4 (0/9)1

=  5 ×  0/01 × 0/9 =  0/0045 

 ؟خواهد بود چقدربار شیر مشاهده شود  6بار پرتاب سکه  1۰احتمال آنکه در : 1 تمرین

 

 :  جمله ای انحراف معیار توزیع دو میانگین و

𝝈 = √𝒏. 𝒑. 𝒒                      :انحراف معیار          

𝑽𝒂𝒓 (𝑿) = 𝝈
𝟐

= 𝒏. 𝒑. 𝒒                                    واریانس :  

𝐸(𝑋) = µ = 𝒏. 𝒑                                      میانگین:         

می باشد محموله ای شامل  %2: احتمال این که یک قلم کالای تولید شده توسط کارخانه ایی معیوب باشد 5مثال 

 هزار قلم کالا روزانه انبار شده است میانگین و انحراف معیار این توزیع چقدر می باشد ؟ 1۰

P = 
𝟐

𝟏𝟎𝟎
              p + q = 1     q = 1 - p 

q=1-0/02=0/98       n=10000 

µ= n.p =10000 ×0/02=2۰۰ 

𝜎 = √𝑛. 𝑝. 𝑞 =  √10000 × 0/02 × 0/98 = 13.85 ≈ 14 

𝜎
2

= 𝑛 × 𝑝 × 𝑞 = 10000 × 0/02 × 0/98 = 196 

 بسط توزیع دو جمله ایی : 

=  𝑝n +  𝐂𝟏
𝐧 pn−1q +  𝐂𝟐

𝐧 pn−2q2 + ⋯ +  𝐂𝐱
𝐧 pxqn−x + 𝐂𝟏

𝐧 pqn−1 + qn   
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 معادله بالا از سه قسمت تشکیل شده است:

 p  و توان آن که از مقدارn  شروع شده از جمله های بعدی به ترتیب از توان آن کاسته می شود ازn-

 n-nتا  1

 q  و توان آن که از مقدار(n-1)  شروع می شود برعکسp  در جمله های بعدی به توان آن اضافه می

 شود.

  مجموع توان هایp  وq برابر با  بایدn باشد. 

 صحیح می باشد و به دو روش می توان آن را محاسبه کرد: ضریب هر جمله  که یک عدد 

 :  زیرهای استفاده از فرمول  -１

1) 
(𝒑توان)ضریب جمله ما قبل×توان در حال کاهش  

(𝒒توان)𝟏+توان در حال افزایش
 

2) 
(𝒑توان) توان در حال افزایش ×   ضریب جمله

شماره جمله
 

 استفاده از فرمول ترکیب :           -２

                                                                                                       Cx
n =

n!

x!(n−x)!
 

 را بسط نمائید. (p+q)5: توزیع دو جمله ای  1مثال

(p+q)5 = p5 + 5p4q+10p3q2 + 10p2q3+5pq4+q5 

C5
1 = 

𝟓!

𝟏!(𝟓−𝟏)!
= →

𝟓×𝟒×𝟑×𝟐×𝟏 

𝟒×𝟑×𝟐×𝟏 
= 𝟓                            (𝟐)

𝟏×𝟓

𝟎+𝟏
=   ضریب جمله 1   𝟓

C5
2 = 

𝟓!

𝟐!(𝟓−𝟐)!
= →

𝟓×𝟒×𝟑×𝟐×𝟏

𝟐×𝟏× 𝟑×𝟐×𝟏
=

𝟐𝟎

𝟐
= 𝟏𝟎                  (𝟐)

𝟓×𝟒

𝟏+𝟏
=

𝟐

𝟐𝟎
=   ضریب جمله 2  𝟏𝟎

C5
3 = 

𝟓!

𝟑!(𝟓−𝟑)!
= →

𝟓×𝟒×𝟑×𝟐×𝟏

𝟑×𝟐×𝟏×𝟐×𝟏
=

𝟐𝟎

𝟐
= 𝟏𝟎                  (𝟐)

𝟏𝟎×𝟑

𝟐+𝟏
=

𝟑

𝟐𝟎
=   ضریب جمله 3  𝟏𝟎

C5
4 =   

𝟓!

𝟒!(𝟓−𝟒)!
=   

𝟓×𝟒×𝟑×𝟐×𝟏

𝟒×𝟑×𝟐×𝟏
=

𝟓

𝟏
= 𝟓                       (𝟐)

𝟏𝟎×𝟐

𝟑+𝟏
=

𝟐𝟎

𝟒
=   ضریب جمله5    𝟓

(p+q)4 = p4 + 4p3q+ 6 p2q2 + 4p1q3+q 

=
𝟒×𝟑

𝟏+𝟏
=  

𝟏𝟐

𝟐
= 𝟔 ≫

𝟔×𝟐

𝟐+𝟏
=  

𝟏𝟐

𝟑
= 𝟒  

 را محاسبه کنید.  2q415pعبارت بعد از   (p+q)6در بسط دو جمله ای  :2مثال

(p+q)6 = …….+ 15 p4q2 + 20p3q3 
𝟏𝟓×𝟒

𝟐+𝟏
=  ضریب جمله                                                                𝟐𝟎 

 را بدست آورید. 43b)- 2(a: با استفاده از فرمول باینومییال حاصل عبارت 3مثال
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(a2 -3b)4 = (𝒑 + 𝒒)𝟒 =  𝒑𝟒 + 𝟒𝒑𝟑𝒒𝟏 + 𝟔𝒑𝟐𝒒𝟐 + 𝟒𝒑𝟏𝒒𝟑 +  𝒒𝟒 = (𝒂𝟐)𝟒 +

𝟒(𝒂𝟐)𝟑(−𝟑𝒃) + 𝟔(𝒂𝟐)𝟐(−𝟑𝒃)𝟐 + 𝟒(𝒂𝟐)(−𝟑𝒃)𝟑 + (−𝟑𝒃)𝟒 =  𝒂𝟖 − 𝟏𝟐𝒂𝟔𝒃 +

𝟓𝟒𝒂𝟒𝒃𝟐 − 𝟏𝟎𝟖𝒂𝟐𝒃 𝟑 + 𝟖𝟏𝒃 𝟒 

 

 را بدست آورید . ((6P+q   دو جمله ایحاصل توزیع باشد   =2x-pو   q=3yاگر : 1 تمرین

 (p+q)6=p6+6p5q+15p4q2+20p3q3+15p2q4+q6 

(-2x)6+6(-2x)53y+15(-2x)4(3y)2+20(-2x)3(3y)3+15(2x)2(3y)4+(3y)6=(-2x)6-

(12x)53y-(30x)4(3y)2-(40x)3(3y)3-(30x)2(3y)4+(3y)6 

قرار می دهد. چه قدر احتمال دارد که از سه شلیکش، هدف خود را مورد اصابت  7/۰: تیراندازی با احتمال 2تمرین 

 دو شلیک به هدف بخورد؟

𝑃(X = 2) = 𝐶2
3𝑝2𝑞1 =

3!

2! (3 − 2)!
 p2 q =  3 (0/7)2 (0/3)1 =  3 ×  0/49 × 0/3

=  0/44 

را محاسبه   (p+q)5باشد با استفاده از فرمول توزیع دوجمله ای حاصل عبارت  2q=yو   =x p: اگر 4تمرین 

 نمایید. 

(p+q)5 = p5 + 5p4q+10p3q2 + 10p2q3+5pq4+q5 

(𝑥 + 𝑦2)5 =  𝑥5 + 5𝑥4𝑦2 + 10𝑥3(𝑦2)2 + 10𝑥2(𝑦2)3 + 5𝑥(𝑦2)4 +  (𝑦2)5

=  𝑥5 + 5𝑥4𝑦2 + 10𝑥3𝑦4 + 10𝑥2𝑦6 + 5𝑥𝑦8 + 𝑦10  

 

 :  یا پویسان توزیع پواسون

𝛌(np )بزرگ باشد محاسبه احتمال وقوع پیشامدها مشکل خواهد بود. اگر مقدار  nوقتی که در توزیع دو جمله ای 

باشد، پیش آمد نادر تلقی می شود و برای محاسبه میزان احتمال وقوع پیش آمدهای نادر که در  5کوچک تر از 

عضو داشته باشد از توزیع پواسن استفاده می شود که  یک حد از توزیع دو جمله ای  5۰بزرگ و بیش از  nآنها 

 می باشد:

 عبارتنداز: پس دو شرط لازم برای استفاده از توزیع پواسون

１)  𝜆 < 5 

２)  N>50 

𝐏(X =  x) =
λxe−λ

x!
=  

𝜆x

x! 𝑒𝜆
 

     e = 2/71828 پایه لگاریتم طبیعی 

X .تعداد پیشامدهای ناسازگار در فاصله زمانی یا مکانی : 
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e  :عدد نپر (Napier's)  است. 71828/2)پایه لگاریتم طبیعی( که برابر با 

𝜆  : زمانی یا مکانی.تعداد پیشامدهای ناسازگار در فاصله میانگین 

𝜆 = n.p 

 ( واریانس و میانگین در توزیع پواسون برابر است با مقدار لاندا𝜆 :) 

  𝜆= 2σ 

𝜆 =  𝛍 

ماشین به علت نقص  5ماشین کار می کنند احتمال اینکه در یک روز معین از سال  5۰۰: در کارخانه ای  1مثال 

 فنی از کار بیافتد چقدر می باشد؟ 

n=500        p = 
𝟏

𝟑𝟔𝟓
       x = 5     

𝜆 = n.p     500 × 
𝟏

𝟑𝟔𝟓
 = 1/36≈1/4 

P(X =x)= 
𝝀𝐱𝒆−𝝀

𝐱!
=

(𝟏/𝟒)𝟓(𝟐/𝟕𝟐)−𝟏/𝟒

𝟓!
=

(𝟏/𝟒)𝟓

𝟓!(𝟐/𝟕𝟐)𝟏/𝟒
=

𝟓/𝟑𝟕

𝟏𝟐𝟎×𝟒/𝟎𝟓𝟖
=

𝟓/𝟑𝟕

𝟒𝟖𝟕/𝟎𝟓
= 0/1010 

مورد ابتلا به آن بیماری می  1۰۰۰مرگ در هر  5: میزان مرگ و میر ناشی از یک بیماری خاص برابر با 2مثال 

 مرگ اتفاق بیافتد را بدست آورید .  3مورد از این بیماری احتمال اینکه  36۰باشد در یک گروه شامل 

n=360       p=0/005  → 
𝟓

𝟏𝟎𝟎𝟎
 

𝜆 = n.p →360×
𝟓

𝟏𝟎𝟎𝟎
= 𝟏/𝟖  

P(X = 3) = 
ʎ𝐱

𝐱!𝒆ʎ
=

(𝟏/𝟖)𝟑

𝟑!×(𝟐/𝟕𝟐)𝟏/𝟖
=  

𝟓/𝟖𝟑

𝟔×𝟔/𝟎𝟓𝟔
= 0/160 

 

روز( مسدود می کنند فرض کنید  365نفر حساب خود را در یک سال ) 7در یک بانک به طور متوسط : 3مثال 

 تعداد کسانی که در یک بازه زمانی خاص حساب خود را مسدود می کنند دارای توزیع پواسون است. 

 p(x=0)ماه هیچ کس حساب خود را نبندد؟  4الف( احتمال اینکه در یک دوره 

   𝜆 :             
𝟏𝟐

𝟒
          

𝟕

𝝀
⇒ 𝝀 =

𝟐𝟖

𝟏𝟐
 

P (x = 0) =
(
28
12

)0(2/72)−
28
12

0!
=  

1

1 × (2/72)
28
12

= 0/100 

 p(x≥3)نفر حساب خود را ببندد را محاسبه کنید ؟ 3ب( احتمال اینکه در یک سال حداقل 

3) =1-P (x≤2)  P (x ≥ 

1-[P(x=2) + P(x=1) + P(x=0)] =1-[
𝒆−𝝀𝝀𝟐

𝟐!
+

𝒆−𝝀𝝀𝟏

𝟏!
+

𝐞−𝛌𝛌𝟎

𝟎!
] = 1- [

(
𝟐𝟖

𝟏𝟐
)𝟐

𝟐×(𝟐/𝟕𝟐)
𝟐𝟖
𝟏𝟐

+

(
𝟐𝟖

𝟏𝟐
)𝟏

𝟏×(𝟐/𝟕𝟐)
𝟐𝟖
𝟏𝟐

+
𝟏

𝟏×(𝟐/𝟕𝟐)
𝟐𝟖
𝟏𝟐

] = 
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1- [
5/43

2×10/29
+

2/33

10/29
+

1

10/29
]= 1-[ 0/26 + 0/23 + 0/10] = 0/41 

 نفر به یک شرکت بیمه مراجعه می کنند؟ احتمال اینکه در یک روز:2به طور متوسط روزی : 1تمرین 

 الف( دقیقا یک نفر به شرکت بیمه مراجعه چقدر می باشد؟  

𝑃(x = 1) =
(2)1(2.72)−2

1!
=  

2

(2.72)2
= 0/27 

 ب( کسی به شرکت بیمه مراجعه نکند چقدر است؟

𝑃(x = 0) =
(2)0(2.72)−2

0!
=  

1

(2.72)2
= 0/13 

 

 نفر به شرکت بیمه مراجعه کنند ؟  3ج( دقیقا 

𝑃(x = 3) =
(2)3(2.72)−2

3!
=  

8

6 × (2.72)2
= 0/18 

 خطای استاندارد میانگین نمونه ها : 

انحراف معیار توزیع میانگین نمونه ها را خطای معیار یا خطای استاندارد گویند. اگر انحراف معیار جامعه معلوم 

 باشد : 

σ𝒙̅ =  
𝝈

√𝒏
   

 جامعه معلوم نباشد )نمونه داشته باشیم(: اگر انحراف معیار

s𝒙̅ =
𝒔 

√𝒏 
 

  های کاربردی را طبق فرمول واریانس نمونه
∑ 𝒙𝟐− 

(∑ 𝒙)
𝟐

𝒏

𝒏−𝟏
x= 2s  یا تئوری 

(𝒙−𝒙)𝟐

𝒏−𝟏
x= 2s    بدست آورده و سپس

 ید:انحراف معیار نمونه بدست می آ و گرفتجذر  از آن

 میانگین واریانس نمونه :

 s2𝒙̅= 
𝒔𝟐𝒙

𝒏
    

 :  1مثال 

 را محاسبه نمایید.  1۰و  7و  4و  3خطای معیار اعداد 

s2x= 
∑ 𝒙𝟐− 

(∑ 𝒙)
𝟐

𝒏

𝒏−𝟏
=

𝟏𝟕𝟒−
𝟓𝟕𝟔

𝟒

𝟒−𝟏
=

𝟑𝟎

𝟑
= 𝟏𝟎 

∑ 𝒙𝟐 = 𝟏𝟕𝟒          (∑ 𝒙)
𝟐

= (𝟐𝟒)𝟐 = 𝟓𝟕𝟔     

 

s𝒙̅ =
√𝟏𝟎

√𝟒
=

𝟑.𝟏𝟔

𝟐
= 𝟏. 𝟓𝟖 خطای معیار     
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خواهد بود وانحراف معیار این  6توزیع میانگین نمونه ها دارای میانگین   n=4 اندازه با هایی نمونه برای یعنی

  1.58توزیع برابر 

 

 رابطه بین متغیرها:

در جامعه صفاتی وجود دارند که به نحوی با دیگر خصوصیات ارتباط دارند. به عنوان مثال دمای هوا با میزان 

گندم با میزان کوددهی ارتباط دارد. در این مثال ها متغیرهای بارندگی، عملکرد گندم با مقدار آب آبیاری و عملکرد 

موردنظر مربوط به دو پدیده مختلف هستند. همین طور وزن انسان بالغ با قد او، محیط دایره با شعاع آن و فشار 

یک توده گاز با درجه حرارت آن مرتبط است. در این مثال ها متغیرهای موردنظر صفات، حالات و جنبه های 

ختلف یک فرد یا یک پدیده را نشان می دهند و هر دو تحت تاثیر عوامل مختلفی قرار می گیرند و ارتباط دو م

طرفه دارند که در مورد مثال های قبلی صادق نیست. چون عملکرد گندم و یا درصد جوانه زدن نه تنها اثری بر 

 شند.آبیاری ندارند، بلکه با آنها تحت تاثیر عوامل مشترک نیز نمی با

ارتباط بین متغیرها را می توان به صورت معادله ریاضی نشان داد، در این صورت باید یکی از متغیرها را به عنوان 

X  و دیگری را به عنوانY  ًنامگذاری نمود. معمولاX  و یا مستقل را متغیر ثابتY  )را به عنوان متغیر تابع )وابسته

متغیری است تصادفی که دارای توزیع فراوانی نرمال می باشد و وقوع مقادیر مختلف  Yدر نظر می گیرند. متغیر 

( نیز می باشد. sampling errorآن تحت تاثیرعوامل ناشناخته، عوامل کنترل نشده و خطای نمونه برداری )

در مورد  دارای مقادیر ثابت است که از قبل توسط محقق تعیین می شوند و در مورد آن هیچ فرضی Xمتغیر 

رها و یا عدم وجود رابطه بین متغی دتصادفی بودن و توزیغ نرمال نداشتن وجود ندارد. به طور کلی برای تعیین وجو

از روش همبستگی برای تعیین رابطه بین دو متغیر تصادفی از روش های رگرسیون و همبستگی استفاده می شود. 

ه وجود یا عدم وجود رابطه بین یک متغیر وابسته و یک متغیر استفاده می شود و از روش رگرسیون برای پی بردن ب

همچنین برای تعیین میزان تغییر یک متغیر به ازای هر واحد تغییر از متغییر دیگر )چه ثابت و چه تصادفی( از  وثابت 

 روش رگرسیون استفاده می شود.

 

  (r=correlationیا کورلاسیون ) همبستگی

و ارتباط دو متغیر تصادفی را نشان می دهد و یکی از متغیرها تابع دیگری ضریب همبستگی شدت وابستگی 

ر چه هنیست و تنها ممکن است با هم رابطه داشته باشند. مثل رابطه طول خوشه با عملکرد تعداد دانه در خوشه. 

 .شدیدتر است موردنظرشدت رابطه خطی بین متغیرهای  نزدیکتر باشد، -1یا  1ضریب همبستگی به 

 یژگی ضریب همبستگی :و

 تغییر می کند.  1و + 1-مقدار آن بین  .1
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بین دو  در این حالت که است یکسان متغیر دو هر تغییرات باشد(، جهت 1باشد )نزدیک به  r>۰اگر  .2

 رابطه مستقیم برقرار است .  yو  xمتغیر 

 
اضافه شود  xرابطه معکوس وجود دارد یعنی اگر  yو  xباشد( آنگاه بین  -1باشد )نزدیک به  r<0اگر  .3

y .کم می شود و بالعکس 

 
 همبستگی وجود ندارد.  x,yباشد آنگاه بین  r=0اگر  .4

 

 
 

 𝒓 =
∑ 𝑿𝒀 −

∑ 𝑿 ∑ 𝒀
𝑵

√(∑ 𝑿𝟐 −
(∑ 𝑿)

𝟐

𝑵
)(∑ 𝒀

𝟐
−

(∑ 𝒀)
𝑵

𝟐

)

  

 

 چون

 

 𝑺𝑷𝒙𝒚  = ∑ 𝑿𝒀 −
∑ 𝑿 ∑ 𝒀

𝑵
  

 

  

 𝑺𝑺𝒚 = (∑ 𝒀
𝟐

−
(∑ 𝒀)

𝑵

𝟐

)     𝑆𝑆𝑥 = (∑ 𝑿𝟐 −
(∑ 𝑿)

𝟐

𝑵
)        

 

𝒓 =
𝑺𝑷𝑿𝒀

√𝑺𝑺𝒙 . 𝑺𝑺𝒚

 

 

x

r>0   y

x

r<0   y

x

r=0   y
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 . y,x(r( xبر روی  yبرابر است با ضریب همبستگی  r)y )x,yبر روی  x: ضریب همبستگی 1نکته 

: اگر میانگین یکی از متغیرها و یا هردو به صورت اعشاری باشد برای محاسبه ضریب همبستگی بهتر 2نکته 

 است از رابطه زیر استفاده شود:

𝒓 =
∑ 𝑿𝒀 −

∑ 𝑿 ∑ 𝒀
𝑵

√(∑ 𝑿𝟐 −
(∑ 𝑿)

𝟐

𝑵
)(∑ 𝒀

𝟐
− (

∑ 𝒀)
𝑵

𝟐

)

 

 : 1مثال 

 را حساب کنید.  x,yنشان داده شده است ضریب همبستگی  yو  xدر جدول زیر تغییرات دو متغیر 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒓 =  
∑ 𝒙𝒚 −

∑ 𝒙 ∑ 𝒚
𝒏

√((∑ 𝒙𝟐 −
(∑ 𝒙)

𝟐

𝒏
)(∑ 𝒚

𝟐
− (

∑ 𝒚)
𝒏

𝟐

)

 

𝒓 =  
𝟏𝟐𝟔 −

𝟏𝟒 × 𝟐𝟒
𝟒

√(𝟕𝟎 −
(𝟏𝟒)𝟐

𝟒
)(𝟐𝟐𝟖 −

(𝟐𝟒)𝟐

𝟒
)

=
𝟏𝟐𝟔 − 𝟖𝟒

√(𝟕𝟎 − 𝟒𝟗)(𝟐𝟐𝟖 − 𝟏𝟒𝟒)
=

𝟒𝟐

√𝟐𝟏 × 𝟖𝟒

=
𝟒𝟐

𝟒𝟐
= 𝟏           

:2مثال   

𝑺𝑷𝒙𝒚اگر   = 𝑺𝑺𝒙و  𝟗𝟎 = 𝑺𝑺𝒚و  𝟐𝟓𝟎 =  را محاسبه کنید. rباشد مقدار  𝟒𝟎

𝒓 =
𝑺𝑷𝑿𝒀

√𝑺𝑺𝒙 . 𝑺𝑺𝒚

=  
𝟗𝟎

√𝟐𝟓𝟎 × 𝟒𝟎
= 𝟎/𝟗 

 : 3مثال 

𝑺𝑺𝒙اگر  = 𝑺𝑺𝒚و  𝟓 =  را محاسبه کنید؟ 𝑺𝑷𝒙𝒚باشد،  r = 0/8و  𝟐𝟎

𝒓 =
𝑺𝑷𝑿𝒀

√𝑺𝑺𝒙 . 𝑺𝑺𝒚

⇒ 𝟎/𝟖 =  
𝑺𝑷𝑿𝒀

√𝟓 × 𝟐𝟎
⇒ 𝑺𝑷𝑿𝒀 = 𝟖 

 

Y x 

1 1 

3 2 

7 4 

13 7 

∑ 𝒙 = 14 7 4 2 1 x 

∑ 𝒚 = 24 13 7 3 1 y 

∑ 𝒙𝒚 = 126 91 28 6 1 XY 

∑𝒙𝟐 = 7۰ 49 16 4 1 2X 

∑𝒚𝟐 = 228 169 49 9 1 2Y 
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 : ضریب تبیین )تشخیص(

 

𝒓 =
∑ 𝒙𝒚 −

∑ 𝒙 ∑ 𝒚
𝒏

√((∑ 𝒙𝟐 −
(∑ 𝒙)

𝟐

𝒏 )(∑ 𝒚
𝟐

− (
∑ 𝒚)

𝒏

𝟐

)

= 𝒓𝟐 =
[∑ 𝒙𝒚 −

∑ 𝒙 ∑ 𝒚
𝒏 ]2

((∑ 𝒙𝟐 −
(∑ 𝒙)

𝟐

𝒏 )(∑ 𝒚
𝟐

− (
∑ 𝒚)

𝒏

𝟐

)

 

 

 yو xنشان دهنده قسمتی از تغییرات کل است که از طریق رابطه خطی موجود بین ضریب تشخیص یا تبیین 

 توجیه می شود و اکثراً بر حسب درصد بیان می شود.

 

 (:βتابعیت یا وایازی )ضریب رگرسیون یا 

 

رات ه علت و معلولی بین تغییطیکی از روش هایی است که با آن می توان رابطه بین دو متغیر را محاسبه نمود و راب

ثابت را تعیین کرد. در بحث رگرسیون شدت تغییرات یک متغیر )وابسته( به ازاء  رتصادفی و یک متغی ریک متغی

ثابت سنجیده می شود. بنابراین ضریب رگرسیون مشخص می کند که به ازای یک واحد تغییر در  تغییرات متغیر

 ایجاد می شود. yچه مقدار تغییر در متغییر وابسته یا  xمتغییر مستقل یا 

نیست. در اینجا حالت  y,x(b( xبر روی  yبرابر با ضریب رگرسیون  b)y )x,yبر روی  xنکته: ضریب رگرسیون  

  by , x  ≠ bx , yعکس مفهوم ندارد 

 (:Simple Linear Regressionساده ) رگرسیون خطی

بینی متغیر وابسته فقط از یک متغیر مستقل استفاده شود، مدل را رگرسیون خطی اگر برای شناسایی و پیش

 :است زیر صورت به ساده خطی رگرسیون مدل فرم گویند.می ساده

Y = a + bx + e      یا 𝒀 =  𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝑿 +  𝜺  

X  متغیر مستقل :       a(𝜷𝟎) عرض از مبدا :       b(𝜷𝟏) شیب خط : 

دهد که میزان حساسیت متغیر وابسته به متغیر مستقل چقدر شیب خط در حالت رگرسیون خطی ساده، نشان می

است. به این معنی که با افزایش یک واحد به مقدار متغیر مستقل چه میزان متغیر وابسته تغییر خواهد کرد. عرض 

 شود. ار متغیر مستقل برابر با صفر محاسبه میاز مبدا نیز بیانگر مقداری از متغیر وابسته است که به ازاء مقد

 برآورد پارامترهای رگرسیون خطی ساده

𝒚̅ = 𝑎 +  b𝒙̅  ⇒ 𝑎 = 𝒚̅ −  b𝒙̅                                                      ( 1رابطه  )     

اندازه گیری کرده و معادله  x( را در حضور مقادیر متفاوتی از کود مصرفی y: در آزمایشی عملکرد گندم ) 1مثال

 خطی زیر بدست آمده است :

𝐲 = 𝟏/𝟎𝟖 +  𝟖/𝟕𝟕𝑿 

 را تعیین کنید ؟   x , yرابطه بین 
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کیلوگرم افزایش می  77/8این معادله نشان می دهد که به ازای افزایش هرکیلوگرم کود، عملکرد گندم به مقدار 

 .xزای هر واحد تغییر در به ا yبرابر است با مقدار تغییر در  𝜷𝟏یابد یعنی 

در انسان را  (y)و تعداد ضربان نبض در دقیقه  (x): رابطه خطی بین درجه حرارت برحسب فارنت هایت 2مثال 

 براساس جدول زیر محاسبه نمایید. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑏 =  
∑ 𝒙𝒚 −

∑ 𝒙 ∑ 𝒚
𝒏

𝑺𝑺𝒙
=

𝑠𝑝𝑥𝑦

𝑠𝑠𝑥
=

𝟑𝟒𝟕𝟎𝟖 −
𝟒𝟐𝟑 × 𝟒𝟎𝟓

𝟓

(𝟑𝟔𝟐𝟐𝟏 −
(𝟒𝟐𝟑)𝟐

𝟓
)

= 𝟏/𝟎𝟐𝟐𝟓 

𝒚̅ =
𝟒𝟎𝟓

𝟓
= 𝟖𝟏          𝒙̅ =

𝟒𝟐𝟑

𝟓
= 𝟖𝟒. 𝟔 

𝑎 = 𝒚̅ −  𝑏𝒙̅ = 𝟖𝟏 − 𝟏/𝟎𝟐𝟐𝟓 × 𝟖𝟒. 𝟔 =  −𝟓/𝟓𝟎𝟓 

 

𝒀 =  a +  b𝑿 ⇒ 𝒀 = −𝟓/𝟓𝟎𝟓 + 𝟏/𝟎𝟐𝟐𝑿 

 

افزایش می یابد. حال  ۰22/1درجه حرارت بدن تعداد ضربان نبض در دقیقه به  1یعنی به ازای افزایش تفسیر: 

 می رسد:  79باشد آنگاه تعداد نبض در دقیقه به  x=83اگر 

𝐲 = −𝟓/𝟓𝟎𝟓 + 𝟏/𝟎𝟐𝟐 × 𝟖𝟑 = 𝟕𝟗/𝟑𝟔 
 بوته را نشان می دهد.  5مربوط به  xو طول خوشه  (y): جدول زیر تعداد دانه 3مثال

 را بنویسید. xبه حسب  yالف: معادله خط رگرسیون 

 سانتی متر طول خوشه چه مقدار به تعداد دانه اضافه یا از آن کسر می شود .  4ب: به ازای افزایش هر 

∑ 𝒙𝒚 𝒚𝟐 𝒙𝟐 y x 

25۰ 4۰۰ 1۰۰ 25 1۰ 

36۰ 9۰۰ 144 3۰ 12 

63۰ 2۰25 196 45 14 

72۰ 2۰25 256 45 16 

99۰ 3۰25 324 55 18 

29۰۰ 8375 1۰2۰ 2۰۰ 7۰ 

 الف:

𝑏 =
∑ 𝒙𝒚 −

∑ 𝒙 ∑ 𝒚
𝒏

∑ 𝒙𝟐 −
(∑ 𝒙)

𝟐

𝒏

=  
𝟐𝟓𝟑𝟎 −

𝟕𝟎 × 𝟐𝟎𝟎
𝟓

𝟏𝟎𝟐𝟎 −
(𝟕𝟎)𝟐

𝟐

=
𝟏𝟓𝟎

𝟒𝟎
= 𝟑/𝟕𝟓 

𝒚̅ =
𝟐𝟎𝟎

𝟓
= 𝟒𝟎         𝒙̅ =

𝟕𝟎

𝟓
= 𝟏𝟒    

∑ 𝒙𝒚 𝒚𝟐 𝒙𝟐 y x بیمار 

96۰۰ 9216 ۰۰1۰۰  96 1۰۰ A 

792۰ 81۰۰ 7744 9۰ 88 B 

646۰ 5776 7225 76 85 C 

5548 5329 5776 73 76 D 

518۰ 49۰۰ 5476 7۰ 74 E 

347۰8 33321 36221 4۰5 423  
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𝑎 = 𝒚̅ −  𝑏𝒙̅ = 𝟒𝟎 −
𝟑

𝟕𝟓
× 𝟏𝟒 =  −12.5 

 

𝒀 =  𝑎 +  b𝑿 ⇒ 𝒀 = −𝟏𝟐/𝟓 + 𝟑/𝟕𝟓𝑿 

 ب:

𝒀 =  𝑏𝑿 ⇒ 𝒀 = 𝟑/𝟕𝟓 × 𝟒 = 𝟏𝟓 

 دانه به تعداد دانه ها اضافه می شود. 15سانتی متر طول خوشه تعداد،  4به ازای افزایش هر 

 

  .یون وعرض از مبدا را حساب کنید رسضریب رگ x,y: با توجه به اطلاعات زیر در خصوص دو متغیر 1مسئله 

𝒙̅ = 𝟑      𝒚̅ = 𝟐𝟒     ∑ 𝒙𝟐 = 𝟓𝟓      ∑ 𝒙𝒚 = 𝟒𝟒𝟖        𝒏 = 𝟓 

𝒙̅ =
∑ 𝒙

𝒏
= 𝟑 =

∑ 𝒙

𝟓
= 𝟏𝟓          𝒚̅ =

∑ 𝒚

𝒏
= 𝟐𝟒 =

∑ 𝒚

𝟓
= 𝟏𝟐𝟎 

𝒃𝒙𝒚 =
∑ 𝒙𝒚 −

∑ 𝒙 ∑ 𝒚
𝒏

∑ 𝒙𝟐 −
(∑ 𝒙)

𝟐

𝒏

=
∑ 𝟒𝟖 −

𝟏𝟓 × 𝟏𝟐𝟎
𝟓

𝟓𝟓 −
(𝟏𝟓)𝟐

𝟓

=
𝟖𝟖

𝟏𝟎
= 𝟖. 𝟖  

𝒂̅=𝒚̅-b𝒙̅ →  a=24-8.8×3=2.4=-2.4 

Y=a+bx  →  y=-2.4+8.8x 

 : و مراحل آن تجزیه واریانس رگرسیون 

 :( 𝑺𝑺𝑹)یا مجموع مربعات رگرسیون محاسبه  -

𝑺𝑺𝑹 =  𝒃𝟐(𝒙 − 𝒙̅)𝟐 = b2. SSx 

𝐛 =  
∑ 𝒙𝒚 −

∑ 𝒙 ∑ 𝒚
𝒏

∑ 𝑿𝟐 −
(∑ 𝑿)𝟐

𝒏

  

 (SSTمجموع مربعات کل )محاسبه  -

𝐒𝐒𝐓 = ∑ 𝒀𝟐 −
(∑ 𝒀)

𝟐

𝒏
 

 (SSEیا  SSDمحاسبه مجموع مربعات خطا ) -

SSD=SSE= SST-SSR 

 جدول تجزیه واریانس رگرسیون 

 df SS MS cF  منبع تغییرات

SSR MSR 𝐌𝐒𝐑 1 رگرسیون

𝐌𝐒𝐃
 

 n-2 SSD y.x2MSD=S MSD انحراف از رگرسیون 

   n-1 SST کل 
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𝐒𝐒𝐑درجه آزادی رگرسیون همواره برابر با یک است بنابراین : 1نکته = 𝐌𝐒𝐑 .خواهد بود 

𝑺𝒚.𝒙واریانس در سطح نمونه با یعنی  می باشد y.x2MSD=S: در تجزیه رگرسیون 2نکته 
برآورد شده و برابر  𝟐

 .میانگین مربعات انحراف از رگرسیون است

 آزمون های فرض

𝐇𝟎آزمون برابری یا عدم برابری ضریب رگرسیون با صفر یا  -الف ∶ 𝜷 = 𝟎 

 tاستفاده از آزمون  (１

𝐇𝟎برای آزمون فرض  ∶ 𝜷 =  استفاده می شود: tاز توزیع فراوانی  𝟎

𝐭𝐜 =  
𝒃

𝑺𝒃
 

محاسباتی می باشد که  tمقدار  𝐭𝐜انحراف معیار ضریب رگرسیون و  sbضریب رگرسیون و  bکه در فرمول فوق 

 طبق فرمول زیر محاسبه می شود:

𝐒𝐛 = √
𝒔𝟐𝒀. 𝑿

∑ 𝑿
𝟐

−
(∑ 𝑿)

𝟐 

𝒏

 = √
𝒔𝟐𝒀. 𝑿

∑(𝑿 − 𝑿̅)𝟐
 =  √

𝑴𝑺𝑫

𝑺𝑺𝑿
 

t با  محاسبه شدهt یا  جدول𝐭𝒕 برابر با  درجه آزادی خطای رگرسیون یعنیدرجه آزادی  ب(2-n)df=  مقایسه

مبنی بر اینکه ضریب رگرسیون برابر با صف جدول باشد فرض صفر  tمحاسبه شده بزرگتر از  tمی شود. اگر 

 وجود دارد. yو  xو لذا نتیجه گرفته می شود که رابطه خطی بین متغیر رد می شوداست 

 Fاستفاده از آزمون  (２

𝐇𝟎فرض  ∶ 𝜷 =  (MSD=MSE) و انحراف از رگرسیون (MSR) از طریق مقایسه واریانس های رگرسیون 𝟎

جدول با درجه آزادی  Fمحاسباتی از  Fاست. اگر  Fنیز آزمون می شود. نسبت این دو واریانس دارای توزیع 

( و سطح آلفای n-2( و درجه آزادی مخرج )درجه آزادی انحراف از رگرسیون=  1صورت )درجه آزادی رگرسیون =

مورد نظر بزرگ تر باشد فرض صفر مبنی بر اینکه ضریب رگرسیون برابر با صفر می باشد رد می گردد و استنباط 

ر اطراف خط رگرسیون خلاصه می شود. به عبارت دیگر خط د Yمی شود که اکثر تنوع و پراکندگی مقادیر 

 رگرسیون تنوع مشاهدات را توجیه می کند.

𝒕𝟐 =  𝑭                    𝐭 =  
𝒃

𝑺𝒃
=

𝒃

√
𝒔𝟐𝒀. 𝑿

∑(𝑿 − 𝑿̅)𝟐 

 ⇒ 𝒕𝟐 =
𝒃𝟐

𝒔𝟐𝒀. 𝑿
∑(𝑿 − 𝑿̅)𝟐

=
𝒃𝟐 ∑(𝑿 − 𝑿̅)𝟐

𝒔𝟐𝒀. 𝑿

=
𝑴𝑺𝑹

𝑴𝑺𝑫
  

𝐇𝟎آزمون برابری ضریب رگرسیون با یک مقدار ثابت و معین یا  -ب ∶ 𝜷 = 𝛃𝟎 

 به صورت زیر محاسبه می شود: tدر این خصوص نیز 
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𝒕𝒄 =
𝜷𝟏 − 𝜷

𝒔𝒃
 

 : 1مثال 

 داده های آماری مربوط به میزان رشد یک گیاه تحت مقادیر مختلف آب در جدول زیر ارائه شده است.

 الف( معادله خط رگرسیون را بدست آورید. 

𝜷 ب( فرض صفر مبنی بر  = 𝟎: 0H .را آزمون نمایید  

𝜷 ج( فرض صفر مبنی بر  = 𝟎. 𝟐: 0H  .را آزمون نمایید و نتیجه را تفسیر نمایید 

 

 

 
 

𝒀̅ = 𝟔𝟕. 𝟑𝟑         𝑿̅ = 𝟔𝟔. 𝟗𝟐 
 

𝜷𝟏 =
∑ 𝑿𝒀 −

∑ 𝑿 ∑ 𝒀
𝒏

∑ 𝑿𝟐 −
(∑ 𝑿

𝟐
)

𝒏
 

=
𝟓𝟒𝟏𝟎𝟕 −

𝟖𝟎𝟑 × 𝟖𝟎𝟖
𝟏𝟐

𝟓𝟑𝟖𝟏𝟕 −
(𝟖𝟎𝟑)𝟐

𝟏𝟐

=
𝟓𝟒𝟏𝟎𝟕 − 𝟓𝟒𝟎𝟔𝟖

𝟓𝟑𝟖𝟏𝟕 − 𝟓𝟑𝟕𝟑𝟒 
 ⇒ 𝒃 =

𝟑𝟗

𝟖𝟑

= 𝟎. 𝟒𝟔𝟗 

 

𝒚̅ = 𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝑿̅  ⇒ 𝜷𝟎 = 𝒚̅ − 𝜷𝟏𝑿̅ = 6𝟕. 𝟑𝟑 − 𝟎. 𝟒𝟔𝟗 × 𝟔𝟔. 𝟗𝟐 = 𝟑𝟓. 𝟗𝟒 
 

𝒀 = 𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝑿 = 𝟑𝟓. 𝟗𝟒 + 𝟎. 𝟒𝟔𝟗𝑿 

 

 نتیجه گیری شود. Fتجزیه واریانس تشکیل شود و براساس مقدار  برای حل این قسمت باید جدول -ب

H0 :𝜷 = 𝟎   
H1 :𝜷 ≠ 𝟎   

𝒔𝒔𝑿 = ∑𝑿𝟐 −
(∑𝑿)𝟐

𝒏
=  𝟓𝟑𝟖𝟏𝟕 −

(𝟖𝟎𝟑)𝟐

𝟏𝟐
= 𝟓𝟑𝟖𝟏𝟕 − 𝟓𝟑𝟕𝟑𝟒 = 𝟖𝟑 

 

𝒔𝒔𝑹 = 𝒃𝟐𝑺𝑺𝒙 = (𝟎. 𝟒𝟔𝟐)𝟐(𝟖𝟐. 𝟗𝟐) = 𝟏𝟕. 𝟕𝟎 

 

𝒔𝒔𝑻 = ∑𝒚𝟐 −
(∑𝒚)𝟐

𝒏
= 𝟓𝟒𝟒𝟓𝟎 −

(𝟖𝟎𝟖)𝟐

𝟏𝟐
=  𝟓𝟒𝟒𝟎𝟓 − 𝟓𝟒𝟒𝟎𝟓. 𝟑 = 𝟒𝟒. 𝟕 

 

𝒔𝒔𝑻 = 𝒔𝒔𝑹 + 𝒔𝒔𝑫 ⟹ 𝒔𝒔𝑻 − 𝒔𝒔𝑹 = 𝒔𝒔𝑫 ⟹ 𝟒𝟒. 𝟕 − 𝟏𝟕. 𝟕𝟎 = 𝟐𝟕 

 

 

 

xy 2Y 2X y x 
4420 4225 4624 65 68 
4158 4356 3969 66 63 
4556 4624 4489 68 67 
4160 4225 4096 65 64 
4692 4761 4624 69 68 
4092 4356 3844 66 62 
4760 4624 4900 68 70 
4290 4225 4356 65 66 
4489 4489 4489 67 67 
4692 4624 4761 68 69 
4970 4900 5041 70 71 
4828 5041 4624 71 68 

𝟓𝟒𝟏𝟎𝟕 𝟓𝟒𝟒𝟓𝟎 𝟓𝟑𝟖𝟏𝟕 𝟖𝟎𝟖 𝟖𝟎𝟑 ∑ 
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است فرض صفر مبنی بر اینکه ضریب رگرسیون برابر صفر می باشد رد می شود یعنی بین  tFبزرگتر از  CFچون 

x,y  رابطه خطی وجود دارد. به عبارت دیگر خط رگرسیون تنوع مشاهده شده بین مقادیرY  را به خوبی توجیه

 می نماید و اکثر نقاط در اطراف این خط متمرکز هستند.

Ft|
𝟏

𝟏𝟎
𝛂=𝟎.𝟎𝟓

 = 𝟒. 𝟗𝟔 

 نیز آزمون می شود: tفرض مزبور با استفاده از توزیع 

𝐭𝐜 =
 ضریب رگرسیون

انحراف معیار رگرسیون
=  

𝒃

𝑺𝒃
 

 

𝐒𝐛 = √
𝒔𝟐𝒀. 𝑿

∑ 𝑿
𝟐

−
(∑ 𝑿)

𝟐 

𝒏

 =  √
𝑴𝑺𝑫

𝑺𝑺𝑿
=  √

𝟐. 𝟔𝟕𝟒

𝟖𝟑
= 𝟎. 𝟏8𝟎 

 

برابر با میانگین مربعات خطا یا انحراف از رگرسیون می باشد که بایستی از جدول تجزیه واریانس  yنکته : واریانس 

 .(yx=MSD or MSE2s استخراج شود)

 

𝐭𝐜 =
𝒃

𝒔𝒃
=

𝟎.𝟒𝟔𝟗

𝟎.𝟏𝟖𝟎
= 𝟐. 𝟔𝟏          tt |

𝒅𝒇=𝒏−𝟐=𝟏𝟐−𝟐=𝟏𝟎
𝛂:𝟎.𝟓

     = 𝟐. 𝟐𝟑 

 

درصد است است بنابراین فرض صفر رد می شود و  5و سطح اطمینان  1۰با درجه آزادی  ttبزرگتر از  ctچون 

 بین دو متغیر رابطه خطی وجود دارد.  %95استنباط می شود که با احتمال 

 ج:

H0:𝜷 = 𝟎. 𝟐  𝐨𝐫  𝜷𝟏 = 𝑩  
                                    

H1:𝜷 ≠ 𝟎. 𝟐   𝐨𝐫 𝜷𝟏 ≠ 𝑩 

        

𝒕𝒄 =
𝜷𝟏 − 𝑩

𝒔𝒃
=

𝟎. 𝟒𝟔𝟗 − 𝟎. 𝟐

𝟎. 𝟏𝟖𝟎
= 𝟏. 𝟓 

                                                 

tt |
𝒅𝒇:𝟏𝟎
𝛂:𝟎.𝟓

     = 𝟐. 𝟐𝟑 

 

 df SS MS cF  منبع تغییرات

.𝟏𝟕 17/70 17/70 1 رگرسیون 𝟕𝟎

𝟐. 𝟕𝟎
= 𝟔. 𝟓𝟓 

  2/7 27 1۰ انحراف از رگرسیون 

   44/70 11 کل 
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اختلاف معنی داری  ۰.2است پس فرض صفر رد نمی شود یعنی ضریب رگرسیون با  ttکوچک تر از  ctچون

 ندارد پس رابطه خطی برقرار می باشد. 

 برابر با صفر باشد یعنی بین دو متغییر رابطه خطی وجود ندارد.  bنکته : وقتی که ضریب رگرسیون یا 

 نشان می دهد . (yمختلف میوه )را برای اندازه های   (x:جدول زیر درصد میوه آفت زده )2مثال 

 الف(مطلوب است معادله ی خط رگرسیون؟

 حساب کنید.  tرا از طریق تجزیه ی واریانس و آزمون  β=0ب( فرض صفر مبتنی بر 

 دانست؟  0.9را برابر  βاطمینان مقدار  %99ج( آیا می توان با 

 
 
 
 

 الف(

      𝛽1 =
𝛴𝑥𝑦 − 

𝛴𝑥𝛴𝑦

𝑛

𝛴𝑥2  − 
(𝛴𝑥)2 

𝑛

=  
36854 − 

460×760

10

23634 − 
 (460)2

10

    =

36854 − 34960

23634 − 21160
   =

1894

2474
 = 0.77 

 

 

Y = β0 + β1x    β0 = y̅ − β1x̅  β0 = 76 − 0/77 (46) = 40/6 

y = 40/6 + 0/77x 

 ب(

𝒔𝑠𝑥 = ∑𝑥2 −
(∑𝑥)2

𝑛
=  23634 − 

 (460)2

10
= 23634 −  21160 = 2474 

SSR = b2 (𝑥 − 𝑥̅)2 = (0.77)2 (2474 )= 1466.83 

SST =
∑ 2𝑦 −(𝛴𝑦)

2

𝑛
 = 

59216−(760)2

10
 = 2056 

𝑠𝑠𝑇 = 𝑠𝑠𝑅 + 𝑠𝑠𝐸 ⟹ 𝑠𝑠𝑇 − 𝑠𝑠𝑅 = 𝑠𝑠𝐸 ⟹ 2056 − 1466.83 = 589.17 

 
𝐹𝑡|8

1=11/26 
که مبتنی بر عدم وجود رابطه بین دو متغیر است رد می  ( 0Hبزرگتر است پس فرض صفر ) tFاز  CF چون 

 شود یعنی دو متغییر با هم رابطه ی خطی دارند.  

 

2y 2X xy y x 
4225 1521 2535 65 39 
6084 1849 3354 78 43 
2704 441 1092 52 21 
6724 4096 5248 82 64 
8464 3249 5244 92 57 
7921 2209 4183 89 47 
5329 784 2044 73 28 
9604 5625 7350 98 75 

3136 1156 1904 56 34 

5625 2704 3900 75 52 
59816 23634 36854 760 460 ∑ 

S.O.V df SS MS CF 

1466/83 1466/83 1466/83 1 رگرسیون

73/65
= 19/92 

 73/65 589/17 8 خطا

   2056 9 کل
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 :tبا استفاده از آزمون 

𝐭𝐜 =  
𝒃

𝑺𝒃
⇒  𝐭𝐜 =

0.77

𝟎. 𝟏𝟔
= 4.81 

 

 

𝑆𝑏
2 =

𝑠𝑥𝑦
2

𝑠𝑠𝑥
=

73/65

2474
= 0/0268 ⇒  Sb = √0/0268 = 0/16 

 
tt|8

1=3/36 
 .بین دو متغییر  رابطه ی خطی وجود دارد است فرض صفر رد می شود و t>TCTچون  

 

 ج(
9     /: β  ≠   019                          H/: β = 0 0H 

tc =
 β1−β 

𝑆𝑏
=  

0/77−0/9 

0/163
=  |−0/797| =  0/797    

 0/ 9را از  0/ 77کوچکتر است بنابراین فرض صفر رد نمی گردد و از نظر آماری نمی توان   ttاز  Ctچون  

 متفاوت دانست.

 نمونه سوالات امتحان پایان ترم:

تاثیر درجه حرارت بر مقدار افزایش آنتی بیوتیک در یک طرح آماری مطالعه شده و نتایج زیر حاصل شده -1

 است.

 الف( معادله خط رگرسیون را بدست آورده و مفهوم ضریب رگرسیون را بیان نمایید. 

𝜷 ب( جدول تجزیه واریانس را تشکیل داده و فرض صفر مبنی بر  = 𝟎:0H  را آزمون نمایید و این فرض را با

𝛂در سطح احتمال  tاستفاده از توزیع  =  بررسی نمایید.  %𝟏

مقدار آنتی بیوتیک درجه سانتی گراد انجام شود  1۰۰و  1۰ج ( چنانچه آزمایش در درجه حرارت 

 مورد انظار چقدر خواد بود؟

𝜷د( فرض صفر مبنی بر   = 𝟎.  را آزمون نمایید.  𝟑

=16.26                                 t=4.032      ftt      𝛂 = %𝟏      

 الف(

𝛽1 =
∑ 𝑥𝑦 −

∑ 𝑥 ∑ 𝑦
𝑛

∑ 𝑥2 −
(∑ 𝑥

2
)

𝑛
 

=
10530 −

430 × 190
7

280000 −
(420)2

7

=
−870

2800
= −0/31 

Y = β0 + β1x    β0 = y̅ − β1x̅  β0 = 27/14 − 0/31 (60) = 45/74 

y = 45/74 − 0/31x 

 

 

آنتی 

 yبیوتیک 

X  درجه

 حرارت 

39 

31 

3۰ 

27 

22 

23 

18 

3۰ 

4۰ 

5۰ 

6۰ 

7۰ 

8۰ 

9۰ 
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واحد کاهش  31/۰مفهوم ضریب رگرسیون: در اثر افزایش یک واحد درجه حرارت مقدار آنتی بیوتیک به اندازه ی 

 می یابد. 

 ب( 

SSR =
(−870)2

2800
= 270.22   

SST = ∑ 𝑦2 −
(∑ 𝑦)

2

𝑛
=  54/48 −

(190)2

7
=  290/9   

𝑠𝑠𝑇 = 𝑠𝑠𝑅 + 𝑠𝑠𝐸 ⟹ 𝑠𝑠𝑇 − 𝑠𝑠𝑅 = 𝑠𝑠𝐸 ⟹ 290/2 − 21/2 = 279/7 

 

 Ft  |
1
5

   = 16/26           

 است پس فرض صفر رد می شود یعنی اکثر نقاط در اطراف خط متمرکز است. Fcکوچکتر از  Ftچون 

 

 :tفرض صفر با آزمون  آزمون

 

H0: 𝛽 = 0 

H1: 𝛽 ≠ 0 

Sb = √
𝑠2𝑌. 𝑋

∑ 𝑋
2

−
(∑ 𝑋)

2 

𝑛

 =  √
𝑀𝑆𝐷

𝑆𝑆𝑋
=  √

24/4

2800
= 0/038 

 

t=
𝑏

𝑆𝑏
=

(−0/31)

0/038
=  −8.16 → |−16/05| = 8.16 

 𝑡𝑡|5
1=4/032 

t  محاسباتی ازt .جدول بزرگتر است بنابراین فرض صفر رد می شود 

=  1۰از دامنه داده ها فاصله دارد، بنابراین نمی توان مقدار آنتی بیوتیک را برآورد نمود اما برای  x=1۰۰ج( چون 

x :به شرح زیر محاسبه می شود 

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 = 45/74 − 0/31𝑥   

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 = 45/74 − 0/31(10) = 42/64    

 د(

H0: 𝛽 = 0/3 

H1: 𝛽 ≠ 0/3 

S.O.V df SS MS cF 

269/7 270.22 270/22 1 رگرسیون 

4/24
= 63/61 

  4/24 21/2 5  انحراف از رگرسیون

   290/9 6 کل
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𝐒𝐛 = √
𝒔𝟐𝒀. 𝑿

∑ 𝑿
𝟐

−
(∑ 𝑿)

𝟐 

𝒏

 =  √
𝑴𝑺𝑫

𝑺𝑺𝑿
=  √

𝟐𝟒/𝟒

𝟐𝟖𝟎𝟎
= 𝟎/𝟎𝟑𝟖 

 

tc  = 
 𝒃−𝛃 

𝑺𝒃
  = 

−𝟎/𝟑𝟏−𝟎/𝟑 

𝟎/𝟎𝟑𝟖
  = 𝟏𝟔/𝟎𝟓𝟐 

 

𝒕𝒕|𝟓
𝟏=4/032 

متفاوت  0/ 3را از  -0/ 31بزرگتر است بنابراین فرض صفر رد می گردد و از نظر آماری می توان   ttاز  Ctچون  

 دانست.

 
دیر رس و پاکوته چنانچه بوته ای به تصادف انتخاب  %1۰پاکوتاه و  %15بوته ها دیر رس  %25.در یک مزرعه 2

 شود احتمال اینکه دیررس یا پاکوتاه باشد چند درصد است ؟ 
P(A∪ B)=P(A)+P(B)-P(A∩B) 

P(A∪ B)=25+15-10=30 

 
توزیع می شود واریانس متغیر  P=0.4و  n=30برطبق قانون دو جمله ایی با پارامترهای  x.متغیر تصادفی 3

 . را بدست آورید xتصادفی 
𝑽(𝑿) = 𝒏. 𝒑. 𝒒 

q=1-p→ 1 – 0.4 = 0.6 

𝑽(𝑿) = 𝒏 × 𝒑 × 𝒒 = 𝟑𝟎 × 𝟎. 𝟒 × 𝟎. 𝟔 = 𝟕. 𝟐 

 
( اطلاعات زیر درست می باشد. ضریب y( و ارتفاع آنها )x.در مطالعات هم بستگی دو متغیر بین بوته ها )4

 خطا یا انحراف از رگرسیون وعرض از مبدأ را به دست آورید .  dFرگرسیون و 

 

N=5         ∑ 𝒙𝒚 = 𝟒𝟒𝟖         ∑ 𝒏𝟐 = 𝟓𝟓         𝒚̅ = 𝟐𝟒       𝒙̅ = 𝟑     
 

 ضریب رگرسیون:

b=
∑ 𝒙𝒚−

∑ 𝒙 ∑ 𝒚

𝒏

∑ 𝒙𝟐−
(∑ 𝒙

𝟐
)

𝒏
 

=
𝟒𝟒𝟖−

𝟏𝟓×𝟏𝟐𝟎

𝟓

𝟓𝟓−
(𝟏𝟓)𝟐

𝟓

=
𝟖𝟖

𝟏𝟎
= 𝟖. 𝟖 

df  :خطا 
dF=n-2=5-2=3 

 

مبدا:عرض از   

𝒚̅ =
∑ 𝒚

𝒏
= 𝟐𝟒 =

∑ 𝒚

𝟓
= 𝟏𝟐𝟎       𝒚̅ = 𝒂 + 𝒃𝒙̅  

𝒙̅ =
∑ 𝒙

𝒏
= 𝟑 =

∑ 𝒙

𝟓
= 𝟏𝟓      

 𝒂 = 𝒚̅ − 𝒃𝒙 ̅ ⇒ 𝟐𝟒 − 𝟖. 𝟖(𝟑) = −𝟐. 𝟒 

xx چگالی دوجمله ای دارای تابع Xتصادفی اگر متغیر  -5

x
xp 









 20)

2

1
()

2

1
(

20
 باشد؛ واریانس توزیع دو جمله ای را به دست آورید.)(

=واریانس 5)
2

1
)(

2

1
(20 npq  
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هدف خود را مورد اصابت قرار می دهد. چه قدر احتمال دارد که از سه شلیکش، دو  7/۰تیراندازی با احتمال  -6

 شلیک به هدف بخورد؟

44.0)3.0()49(.3)3.0()7.0(
2

3
)2( 12 








p   

حتمال این که از سه شلیکش الف( کم تر از دو شلیک ب( حداقل یک شلیک ج( دو یا سه شلیک به هدف ا

 بخورد چه قدر است؟

دانشجو: الف( صفر دانشجو ب( حداقل  5هر  نیکه از ب نیباشد؛ احتمال ا 4/۰دانشجو  کی یاگر احتمال قبول -7

 دانشجو قبول شود؛ چه قدر است؟      کی

 :صفر دانشجو یاحتمال قبول

0777606040
0
5

0 50 /)/()/()( 







p

 
:دانشجو قبول کیحداقل   

p( دانشجو کی یاحتمال قبول )=1- ( صفر دانشجو یاحتمال قبول ) =  1-۰.۰7776  = ۰.992224 

 .دیرا هم برآورد کن انیهمه دانشجو یاحتمال قبول زیدانشجو و ن کی ی( احتمال قبولج

 

 :بار یک سکه متعادل 6شیر در آزمایش  6تا  0مطلوبست احتمال مشاهده حالات  -8  
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 9- 

 

 

 

 

1۰-  

 

 

 

11-  

 

 

 

 

 

 

 

 

میانگین، باشد امید ریاضی، 1برابر عدد ظاهر شده به اضافه  2موردنظر،اگر در پرتاب یک تاس متغیر تصادفی  -12

 واریانس و انحراف معیار این متغیر را محاسبه کنید.
Y = 2x+1 

 

 Xمتغیر  2 4 6 8 10 12

25 21 17 13 9 5 2X+1=Z 

1

6
 

1

6
 

1

6
 

1

6
 

1

6
 

1

6
 

P(x) 

 

E(x) = μ =  ∑ Z . P (X)

= 5 ( 
1

6
) + 9 (

1

6
) + 13 (

1

6
) + 17 (

1

6
) + 21 (

1

6
) + 25 (

1

6
) =

90

6
= 15 
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13-  

 

 

 

 

 

 

14- 

 

 

 

 

15- 

 

 

 

 

 

16-  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
می  یک تاس سالم دو بار پرتاب می شود. مطلوبست احتمال اینکه مجموع شماره هایی که در دو بار پرتاب ظاهر -۱۷

 ؟باشد ۹یا بیشتر از  ۰شوند، کمتر از 
 

 : مورد استفاده منابع
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 رضایی، نشر مشهد.مفاهیم آمار و احتمالات، تالیف دکتر عبدالمجید 

 آمار پیشرفته و بیومتری، تالیف دکتر عباسعلی خواجه نوری، انتشارات دانشگاه تهران.

محمد، انتشارات  جهاد دانشگاهی، آمار و احتمالات )کاربرد در کشاورزی(، تالیف  عبدالمجید رضایی، سیدعلی

 واحد اصفهان.

همکاران) سیدعلی پیغمبری، و حسن امیری اوغان(،  کاربردی، تالیف بهمن یزدی صمدی و آمار و احتمالات

 انتشارات دانشگاه تهران.

 طرحهای آزمایشی در علوم کشاورزی؛ تألیف دکتر محمد فارسی و همکاران، انتشارات به نشر کتاب.

 طرحهای آزمایشی در علوم کشاورزی؛ تألیف دکتر سیدعلی پیغمبری، انتشارات دانشگاه تهران.

 

 

 

 

 

 

 

 


